Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Kolokwium 4, 18.05.2021, godz. 12:20-13:00
Zadanie 4 (wersja 0)

Obliczy¢ wartosé catki niewlasciwej

[e.o]

/13x—|—3

3 —x

dx .

Doprowadzi¢ wynik do postaci
m-Inp+n-Ingq,

gdzie p i ¢ sa liczbami pierwszymi, a liczby m i n sa catkowite.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze
P —r=(x—1)2 (x+1).
Rozkltadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéow prostych:
13z+3 A B (C
= +—+—,
(x—1)-z-(z+1) z—1 =z z+1
Bx+3=A-2-(z+1)+B-(x—1)-(z+1)+C-(z—1)-x.

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech
rownan liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C, porownujac wspdlczynniki przy
jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwigzac¢ ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za z wartosci 0, 1 i —1 otrzymujac odpowiednio

dlaz=1 16=2A, skad A=8,
dlaz=0 3=-B, skad B=-3,
dla x=-1 —10=2C, skad C=-5.
Wobec tego
/f’fjﬁ dx:!xfl—i—xildx:&ln w—1/—3-In|z|+5 je+l]| =
z=2

= <J}LIEO(8~IH |lzt—1]—3-In|z|=5-In ]:L’—l—l])) -8 In1+4+3-In24+5-In3=

: (z—1)°
= <wh—>rgolnx3(x+1)5 +3-In24+5-In3=

138
—In (lim M>+3-1n2+5-1n3:

z—oo 3. (x4+1)5

8
(1-3)

=In | lim —% |+3:-In2+5-In3=
(i)

=Inl+3-In2+5-n3=3-In2+5-In3.

Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartos¢ 3-ln245-1n 3.
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Zadanie 4 (wersja 1)

Obliczy¢ wartosé catki niewlasciwej

[e.o]

/17x+5

3 —x

dx .

Doprowadzi¢ wynik do postaci
m-lnp+n-lngq,

gdzie p i q sa liczbami pierwszymi, a liczby m i n sa catkowite.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze
P ex=(—1)z (x+1).

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
17z +5 A B C

(x—=1)-z-(x+1) x—1+z+x+1’
1724+5=A-z-(x+1)+B-(z—1)-(z+1)+C-(z—1)-z.

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech
rownan liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C, porownujac wspodlczynniki przy
jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwigzac ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za z wartosci 0, 1 i —1 otrzymujac odpowiednio

dlaz=1 22=2A, skad A=11,
dla z=0 5=—-B, skad B=-5,
dla x=-1 —12=2C, skad C=-6.
Wobec tego
/ijf da::!xl_ll—i—xildx:ll-ln |lt—1|—=5-In|z|+6-In |z + 1| 2:

= (xlirgo(llln |lzt—1]=5-In |z|—6-In ]a:—l—l])) —11-In1+5-In246-In3=

11
= (hm In M) +5-In246-In3=

=00 5. (x+1)6

) (l’—l)ll

( _l)ll

=In limim6 +5In24+6-In3=
e

=Inl14+5n2+6-In3=5-In2+6-In 3.

Odpowiedz: Podana caltka niewtasciwa ma wartos¢ 5-In 2+6-1n 3.
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Zadanie 4 (wersja 2)

Obliczy¢ wartosé catki niewlasciwej

[e.o]

/19x+5

3 —x

dx .

Doprowadzi¢ wynik do postaci
m-lnp+n-lngq,

gdzie p i q sa liczbami pierwszymi, a liczby m i n sa catkowite.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze
P ex=(—1)z (x+1).

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
19245 A B C

(x—=1)-z-(x+1) x—1+z+x+1’
1924+5=A-z-(x+1)+B-(z—1)-(z+1)+C-(z—1)-z.

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech
rownan liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C, porownujac wspodlczynniki przy
jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwigzac ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za z wartosci 0, 1 i —1 otrzymujac odpowiednio

dlaz=1 24=2A, skad A=12,
dla z=0 5=—-B, skad B=-5,
dla x=-1 —14=2C, skad C=-T1.
Wobec tego
/ffjf da::2/x1_21—i—xj_1d:v:12-ln |lt—1|=5-In |z|+7-In |z + 1| 2:

= (xlirgo(lzm |lz—1]=5-In |z| =7 In ]a:—l—l])) —12-In1+5-In247-In3=
) (1,_1)12

) (x_l)m

( _l)12

=In limim7 +5:In24+7-In3=
e

=Inl14+5mn2+7-In3=5-In2+7-In3.

Odpowiedz: Podana caltka niewtasciwa ma wartos¢ 5-In 2+7-1n 3.
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Zadanie 4 (wersja 3)

Obliczy¢ wartosé catki niewlasciwej

[e.o]

/17x+7

3 —x

dx .

Doprowadzi¢ wynik do postaci
m-lnp+n-lngq,

gdzie p i q sa liczbami pierwszymi, a liczby m i n sa catkowite.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze
P ex=(—1)z (x+1).

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
17z +7 A B C

(x—=1)-z-(x+1) x—1+z+x+1’
1724+7=A-z-(x+1)+B-(x—1)-(z+1)+C-(z—1)-z.

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech
rownan liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C, porownujac wspodlczynniki przy
jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwigzac ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za z wartosci 0, 1 i —1 otrzymujac odpowiednio

dlaz=1 24=2A, skad A=12,
dla z=0 7=-B, skad B=-T7,
dla x=-1 —10=2C, skad C=-5.
Wobec tego
/1;fj$7d$:2/x1_21—Z—xild:vzu-ln |l —1|—=7-In|z|+5-In |z + 1| 2:

= (xlirgo(lzm |lt—1|=7-In |z| =5-In ]a:—l—l])) —12-In1+7-In245-In3=
) (1,_1)12

) (x_l)m

( _l)12

=In limim5 +7-In24+5-In3=
e

=nl14+7-In2+5-In3=7-In2+5-In 3.

Odpowiedz: Podana caltka niewtasciwa ma wartos¢ 7-In 2+5-1n 3.
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Zadanie 4 (wersja 4)

Obliczy¢ wartosé catki niewlasciwej

[e.o]

/19x+9

3 —x

dx .

Doprowadzi¢ wynik do postaci
m-lnp+n-lngq,

gdzie p i q sa liczbami pierwszymi, a liczby m i n sa catkowite.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze
P ex=(—1)z (x+1).

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
192 +9 A B C

(x—=1)-z-(x+1) x—1+z+x+1’
1924+9=A-z-(z+1)+B-(z—1)-(z+1)+C-(z—1)-z.

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech
rownan liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C, porownujac wspodlczynniki przy
jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwigzac ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za z wartosci 0, 1 i —1 otrzymujac odpowiednio

dlaz=1 28 =2A, skad A=14,
dla z=0 9=-B, skad B=-9,
dla x=-1 —10=2C, skad C=-5.
Wobec tego
/ffjmg da::!xlfl—z—xildx:lél-ln |lt—1|—=9-In |z|+5-In |z + 1| =
z=2

= (g}irgo(14~ln |lt—1]—=9-In |z| =5 In ]a:—l—l])) —14-In1+4+9-In2+45-In3=
) ($_1)14

) (l’—1)14

( _l)14

=In limim5 +9.In24+5-In3=
e

=In14+9In2+5-In3=9-In2+5-In 3.

Odpowiedz: Podana caltka niewtasciwa ma wartos¢ 9-In 2+5-1n 3.
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Zadanie 5 (wersja 0)

Rozstrzygnac, czy szereg

D

o 1/5m+ (A1)
3n
jest zbiezny.
Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium porownawczego, a nastepnie z kryterium d’Alemberta:

() ()G
3l \/7 \/n—i—l (3n+3)!-(4n)!

V@n+1)- (4n+2)- (4n+3)- (4n+4) \/256 \/256 _ 256
3\/n+1 )-(3n+1)-(3n+2)( 3n—|—3 27-9 V243" 7
. /(4n)

a zatem na mocy kryterium d’Alemberta szereg Z

jest rozbiezny, a stad na mocy

n=1 3n
/57 (M)
kryterium poréwnawczego rozbiezny jest takze szereg Z TR
n=1

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.
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Zadanie 5 (wersja 1)
Rozstrzygnadé, czy szereg

sl

jest zbiezny.
Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium porownawczego, a nastepnie z kryterium d’Alemberta:

() ()G
3l \/7 \/n—i—l (3n+3)!-(4n)!

V@n+1)- (4n+2)- (4n+3)- (4n+4) \/256 \/256 _ 256
3\/n+1 )-(3n+1)-(3n+2)( 3n—|—3 27-9 V243" 7
. /(4n)

a zatem na mocy kryterium d’Alemberta szereg Z

jest rozbiezny, a stad na mocy

n=1 3n
/67 + (M)
kryterium poréwnawczego rozbiezny jest takze szereg Z TR
n=1

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.
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Zadanie 5 (wersja 2)
Rozstrzygnadé, czy szereg

sl

jest zbiezny.
Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium porownawczego, a nastepnie z kryterium d’Alemberta:

() ()G
3l \/7 \/n—i—l (3n+3)!-(4n)!

V@n+1)- (4n+2)- (4n+3)- (4n+4) \/256 \/256 _ 256
3\/n+1 )-(3n+1)-(3n+2)( 3n—|—3 27-9 V243" 7
. /(4n)

a zatem na mocy kryterium d’Alemberta szereg Z

jest rozbiezny, a stad na mocy

n=1 3n
o /7 (M)
kryterium poréwnawczego rozbiezny jest takze szereg Z TR
n=1

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.
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Zadanie 5 (wersja 3)

Rozstrzygnac, czy szereg

o {5"+
) (n)

jest zbiezny.
Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium porownawczego, a nastepnie z kryterium d’Alemberta:

£ 00,2 070§D

n

3(?:‘) {an 9L () (3n)!
on+1 \/7 (n+1)1 (3n+3)1- (4n)!

\/(4n+1) (4n+2)-(4n+3)- (4n—|—4 f/f f/ﬁ \?/3*
2. ¥(n+1)-Bn+1)-(3n+2)-( (Bni3) 27 V278

3/ (4n

a zatem na mocy kryterium d’Alemberta szereg Z

n=1

2: jest rozbiezny, a stad na mocy
57+ (4)
kryterium poréwnawczego rozbiezny jest takze szereg Z o

n=1

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.
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Zadanie 5 (wersja 4)
Rozstrzygnaé, czy szereg
jest zbiezny.

Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium porownawczego, a nastepnie z kryterium d’Alemberta:

£ 1010, 2 070§D

n

3(?:‘) {an 9L () (3n)!
on+1 \/7 (n+1)1 (3n+3)1- (4n)!

\/(4n+1) (4n+2)-(4n+3)- (4n—|—4 f/f f/ﬁ \?/3*
2. ¥(n+1)-Bn+1)-(3n+2)-( (Bni3) 27 V278

3/ (4n

a zatem na mocy kryterium d’Alemberta szereg Z

n=1

2: jest rozbiezny, a stad na mocy
forr ()

kryterium poréwnawczego rozbiezny jest takze szereg Z o

n=1

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.
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Zadanie 5 (wersja 5)
Rozstrzygnaé, czy szereg
jest zbiezny.

Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium porownawczego, a nastepnie z kryterium d’Alemberta:

£ 2 07§D

n

3(?:‘) {an 9L () (3n)!
on+1 \/7 (n+1)1 (3n+3)1- (4n)!

\/(4n+1) (4n+2)-(4n+3)- (4n—|—4 f/f f/ﬁ \?/3*
2. ¥(n+1)-Bn+1)-(3n+2)-( (Bni3) 27 V278

3/ (4n

a zatem na mocy kryterium d’Alemberta szereg Z

n=1

2: jest rozbiezny, a stad na mocy
o T+ (A7)
kryterium poréwnawczego rozbiezny jest takze szereg Z o

n=1

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.
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