Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Kolokwium 3, 13.04.2021, godz. 12:20-12:40

Zadanie 3 (wersja 0)
Obliczy¢ dtugosé krzywej (fragment paraboli):

2
2
r, ) xe |0, H
(@) oefog
Wskazéwka: Niewymierno$c v/c?- 22+ 1 catkujemy wykonujac podstawienie

t=vVc2-z24+1+c-x.

1
Aby w miare tatwo wyznaczy¢ zalezno$¢ x od t nalezy uprosci¢ wyrazenie t — . natomiast

uproszczenie wyrazenia t+ n pozwoli wyrazi¢ pierwiastek w zaleznosci od t.

Rozwigzanie:
Zgodnie ze znanym z wyktadu wzorem, dtugo$é¢ krzywej

{(z, f(2)): wela, b}

jest réwna

[+ (@) do

a

W naszym przypadku

2
fz) =27 a=0, b:§.
Poniewaz f'(z) =2-x, szukana dlugosé krzywej jest réwna

2/3 2/3

/\/1+(2'x)2dx:/\/mdx.

Zgodnie ze wskazowka wykonujemy podstawienie
t=vV4-22+1+2-x

i upraszczamy stosujac wzor na roznice kwadratow

1 1
t——=v4-224+1+42-2— =
t V241422

= VI +1+2-0— (VI 2+ 1-2-2) =4z,

skad

i formalnie

1/
de==- (14 ) dt.
! 4<+t2)

Analogicznie

1 1
t+-—=vV4-224+14+2-2+ =
t V42241422
=VE 2 +1+2- 04 (VA2 +1-2-2) =2 VA2 41,
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skad
1 1
\/4'$2+ = 5 <t‘|‘)
Poniewaz = =0 odpowiada t=1, a z =2/3 odpowiada t =3, mozemy obliczy¢ wartosé
calki:

2/3

1 7/ 1 1 1 7 2 1
Vidd-22d :-/<t )(1 )dt:-/t S di—
O/ +4-z%dx 81 +t +t2 81 +t+t3

3
I 1
== (4o mt———
8 (2+ ! 2-1&2)

t=1

In3 5

4 +9'
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Zadanie 3 (wersja 1)
Obliczy¢ dtugos$é krzywej (fragment paraboli):

3
{(w, x2) DT E {O, 8}} .
Wskazéwka: Niewymiernosé v/c2-22+1 catkujemy wykonujac podstawienie
t=Vc2-a?+1+c-x.
Aby w miare tatwo wyznaczy¢ zalezno$¢ x od t nalezy uprosci¢ wyrazenie t — 1, natomiast

1
uproszczenie wyrazenia t -+ n pozwoli wyrazi¢ pierwiastek w zaleznosci od t.

Rozwigzanie:
Zgodnie ze znanym z wyktadu wzorem, dtugo$é¢ krzywej

{(z, f(x)): x€la, b}

jest réwna
b

[V (@) do.

a

W naszym przypadku

3
f(z) =2 a=0, b:§.
Poniewaz f'(z) =2z, szukana dlugosé krzywej jest rowna

3/8 3/8

/\/1+(2-:L‘)2dx:/\/mdx.

Zgodnie ze wskazowka wykonujemy podstawienie
t=vV4-224+142-x

i upraszczamy stosujac wzor na roéznice kwadratow

1 1
b T2 _
t Va-r2+142-2

:\/4-x2+1+2~x—(\/4~x2+1—2~x) =4z,

skad

i formalnie

1 1
dr——-(14—=)at.
Ty ( +t2)

1 1
t+—-=v4-22+1+42-2+ =
t Va4 x2+1+2-2
:\/4-x2+1—|—2-x+(\/4-x2+1—2-x) =24 2241,

Analogicznie
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skad

1 1
\/4-$2+ :2'<t‘|‘t)

Poniewaz = =0 odpowiada t=1, a =3/8 odpowiada ¢t =2, mozemy obliczy¢ wartosé

catki:
3/8

2 2
1 1 1 1 2 1
Vitd2d :-/<t )(1 )dt:-/t S
O/ +4-z°dx 81 +t +t2 81 +t+t3

2
1 [t 1
— - (4o mt———
8 <2+ ! 2-t2>

t=1

In2 15

4 +64'
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Zadanie 3 (wersja 2)
Obliczy¢ dtugos$é krzywej (fragment paraboli):

{(a:,Q-xg): z € |0, ;]}

Wskazéwka: Niewymierno$é v/¢? - 22+ 1 caltkujemy wykonujac podstawienie
t=Vc2-2?+1+c-x.

1
Aby w miare tatwo wyznaczy¢ zalezno$¢ x od t nalezy uprosci¢ wyrazenie t — o natomiast

1
uproszczenie wyrazenia t -+ n pozwoli wyrazi¢ pierwiastek w zaleznosci od t.

Rozwigzanie:
Zgodnie ze znanym z wyktadu wzorem, dtugo$é¢ krzywej

{(z, f(x)): x€la, b}

jest réwna

W naszym przypadku

Poniewaz f'(z) =4z, szukana dlugosé krzywej jest rowna
1/3 1/3

/\/1+(4-:v)2dx:/\/mdm.

Zgodnie ze wskazowka wykonujemy podstawienie
t=v16-22+1+4-2

i upraszczamy stosujac wzor na roéznice kwadratow
1

1
t——=v16-224+1+4-x— =
t V162241442
:\/16-x2+1+4.x—(\/16-x2+1—4-x):8-;1:,

skad

i formalnie

dx =

1
-(1+t2)dt.
LS vooves s P RPN !
- = - - T —
t V16-224+1+4-2
:\/16~x2+1+4-x+(\/16-x2+1—4-x>:2-\/16-x2+1,

0|

Analogicznie
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skad
1 1
V16-22+ 22-<t+t>

Poniewaz = =0 odpowiada t=1, a z=1/3 odpowiada t =3, mozemy obliczy¢ wartosé

catki:

1/3 3
1
\/11-2d—/< )(1 )dt—/t dt =
0/ 11622 dx i) to = ++t3

3
1 (¢ 1
= — (= 42Int——
16\ 2 212

t=1

In3 5

8 18°
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Zadanie 3 (wersja 3)
Obliczy¢ dtugos$é krzywej (fragment paraboli):

{(x,2-x2): T € 0,1‘9’6”.

Wskazéwka: Niewymierno$é v/¢? - 22+ 1 calkujemy wykonujac podstawienie
t=Vc2-a?+1+c-x.

1
Aby w miare tatwo wyznaczy¢ zalezno$¢ x od t nalezy uprosci¢ wyrazenie t — o natomiast

1
uproszczenie wyrazenia t -+ n pozwoli wyrazi¢ pierwiastek w zaleznosci od t.

Rozwigzanie:
Zgodnie ze znanym z wyktadu wzorem, dtugo$é¢ krzywej

{(z, f(x)): x€la, b]}

jest réwna

W naszym przypadku

3
f)=24%  a=0, b=
Poniewaz f'(z) =4z, szukana dlugosé krzywej jest rowna

3/16 3/16

/\/1+(4-:v)2d:p:/\/mdx.

Zgodnie ze wskazowka wykonujemy podstawienie
t=v16-22+1+4-2

i upraszczamy stosujac wzor na roéznice kwadratow
1

1
t——=Vv16-224+1+4-x— =
t V162241442
:\/16-x2+1+4.x—(\/16-x2+1—4-x):8-;1:,

skad

i formalnie

dx =

1
-(1+t2)dt.
LS vooves s P RPN !
- = - T —
t V16-224+1+4-2
:\/16~x2+1+4-x+(\/16-x2+1—4-x>:2-\/16-x2+1,

ol

Analogicznie
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skad
1 1
V16-22+1= 3 <t+t>

Poniewaz x =0 odpowiada t =1, a x =3/16 odpowiada t =2, mozemy obliczy¢ wartosé
calki:

3/16 2 2
1 1 1 1 2 1
Viti16-22d :-/<t )(1 )dt:~/t I
O/ TbaTar=1g J i e 16" it
2
(] W2 15
“16 \ 2 LW 8 128"
t=1
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