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Szacowanie /n

Dzi$§ zajmiemy sie oszacowaniem wyrazenia i/n. Nie tylko nie widaé¢ jak to zrobié
przez proste bezposrednie szacowanie, ale nawet trudno uzasadni¢, czy dla duzych n
liczba ta jest duza czy mala, gdyz z jednej strony mamy pod pierwiastkiem duzg liczbe,
ale liczba ta jest potraktowana pierwiastkiem wysokiego stopnia.

Aby dokonaé tego oszacowania, oszacujemy nadwyzke liczby /n ponad jedynke. Ale
i tego nie uda si¢ zrobi¢ bezposrednio. Oznaczmy te nadwyzke przez a,,, czyli przyjmijmy
an=Yn—-1
lub inaczej
Yn=1+a,.
Powyzsza réwno$¢ zawiera pierwiastek wysokiego stopnia. Aby sie go pozby¢, podnosimy
ja obustronnie do n-tej potegi otrzymujac:
n=1+a,)".

Nastepnie stosujemy do prawej strony wzéor dwumianowy Newtona.

=(0)+(1)+(2)+(3)++() (&)

Nie zrazajmy sie tym, ze otrzymane réwnanie ma koszmarnie skomplikowana postac,
ktora wydaje sie bezuzyteczna. Trzeba wykona¢ bardzo odwazne szacowanie, ktore wy-
daje sie dos¢ grube i zbyt trywialne, ale dla naszych celéw okaze sie wystarczajace. Otoz
skorzystamy z tego, ze:

Suma co najmniej dwéch! skladnikéw dodatnich
jest wieksza od kazdego sktadnika.

Odrzuémy trywialny przypadek n=1, gdzie v/1=1, czyli a; =0 i nie ma tam niczego
interesujacego do zbadania. Dla n > 2 mamy a,, >0, gdyz ¥/n > 1, a wiec suma po prawej
stronie réwnosci (&) sktada si¢ z co najmniej trzech sktadnikéw dodatnich (sktadnikow
jest n+1). Zatem kazdy jej sktadnik jest mniejszy od catej sumy. Zastosujmy te uwage
kolejno do poczatkowych sktadnikéw i zobaczmy co ciekawego otrzymamy.

Biorac pod uwage pierwszy sktadnik, otrzymamy nieréwnosé
_ ("
n Y
0

n>1.

czyli

Wobec naszego zalozenia n > 2 nieréwnos¢ ta jest prawdziwa, ale niczego nowego sie
z niej nie dowiadujemy. Trudno jednak bylo oczekiwaé, ze sktadnik niezawierajacy a,
powie nam co$ interesujacego.

'Duzo zgrabniej byloby napisa¢ po prostu Suma sktadnikéw dodatnich..., ale mozna sobie wyobrazié,
ze kto$ dopuszcza zdegenerowane sumy ztozone z jednego sktadnika.
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Z kolei poréwnanie sumy z drugim sktadnikiem daje

- (1)
n Ay -
1

czyli
n>n-ay,
skad
1>a,
1 w konsekwencji
UYn=1+a,<2.

To juz jest co$, bo wiemy, ze liczba {/n nigdy nie bedzie zbyt duza — miesci sie miedzy
11 2. Ale moze uda sie uzyska¢ cos wiecej...

Poréwnujemy wiec sume z trzecim sktadnikiem. Otrzymujemy

n> (Z)-ai,

czyli
no (n—1) a2
9 n
co po uproszczeniu daje
1> n-l -a?
5 no
skad
2
ap < 1

Jestesmy sktonni pogorszy¢ nieco to oszacowanie w celu uzyskania prostszej postaci.
Konkretnie chodzi o oszacowanie przez potege n z jakim$ wspotczynnikiem. Pamigtajac,

n
zen>2, czyli 1< > otrzymujemy

- 2 < 2 2 2
an, = |-=—.
n—1 "\n-2 zoVn

W konsekwencji otrzymaliSmy oszacowanie

%<1+\/ﬁ. (W)

Oszacowanie to pokazuje, ze dla duzych n liczba {/n jest niewiele wieksza od 1.
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Zobaczmy jeszcze, co otrzymalibySmy poréwnujac sume po prawej stronie wzoru (é)
z czwartym sktadnikiem. Poniewaz czwarty sktadnik istnieje tylko dla n > 3, poczynimy
takie wtasnie zalozenie o n. Dostajemy nierownosé

n > (Z)-ai,

czyli
. n.(n—16).(n—2) @
skad wobec nieréwnosci 1 < % otrzymujemy
6 6 6 27

= (n—=1)-(n—2) s (n—%)(n—@) :%'%:ﬁ.

W konsekwencji
3

an < —75 -
nS 273

To prowadzi do oszacowania

Vi<l o (©)

n2/3 "’

Wprawdzie oszacowanie to udowodniliSmy przy zatozeniu n >3, ale dla n=1 jest
ono oczywiscie prawdziwe, a dla n =2 prawa strona jest wicksza od lewej, co pokazuja
nastepujace nierownosci:

3 3 5
P:1+%>1+§:§>2>\/§:L.

Dla naszych przysztych rozwazan oszacowanie (#) bedzie w zupelosci wystarczajace.

Oszacowanie (©) jest nieco mocniejsze dla duzych n, bo n wystepuje w nim w mia-
nowniku w wyzszej potedze.
Na przyktad dla n=1000 000 oszacowania te daja odpowiednio:

2 2
1099999/1000000 < 14 — e = 14 —— = 1,002 o
/1000000 1000 (4)
1000000 3 3
V1000000 < 1 =1 =1,0003 . @
* 10000002/3 * 10000 ()
Uzywajac komputera mozna sprawdzi¢, ze w rzeczywistosci

101000000 ~ 1,0000138 .
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