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Szacowanie (c.d.).

Dzi$ kolejne przyktady szacowania liczb i wyrazen.

101. Wskaza¢ taka liczbe naturalng n > 1, ze

nlOOO <o

Nieréwno$c¢ ta ma skonkretyzowaé znany fakt: Wyrazenie wyktadnicze zdominuje wy-
razenie wielomianowe dla odpowiednio duzej wartosci argumentu. My jednak chcemy
wskazaé konkretng liczbe 1 precyzyjnie (oraz w miare prosto) udowodni¢ odpowiednia
nier6wnos¢.

Rozwigzanie:

Zanim wskazemy odpowiednig liczbe naturalng n i wykazemy, ze spelnia ona wymaganag
nieré6wno$¢, zastanéwmy sie nad zagadnieniem o wiele prostszym, a mianowicie: Dla da-
nej konkretnej liczby n, jakie w ogdle mamy szanse recznie sprawdzi¢, czy ta nier6wnoscé
jest spetniona? Dla przypadkowej liczby n moze to by¢ ucigzliwe lub wrecz praktycz-
nie niemozliwe. Ale skoro to my mamy wybraé liczbe n, mozemy zaltozy¢, ze jest ona
specjalnej postaci — takiej, aby byto nam wygodniej przeprowadzi¢ oszacowania.

Patrzac na prawa strone danej nieréwnosci, widzimy potege dwojki. Postarajmy sie
wiec wybraé¢ takie n, aby po lewej stronie tez wystapita potega dwojki. W tym celu
przyjmijmy, ze n =2*. Wéwczas podana nieréwnoéé przybiera postaé

91000k _- 22’f ’

co jest rownowazne nieréwnosci
1000k < 2.

Bez trudu stwierdzamy, ze dla k=14 lewa strona jest rowna 14000, a prawa jest
wigksza od 16000 (do tego wystarczy wiedzie¢, ze 21° > 1000).

Zatem dobrym przyktadem liczby n jest liczba n = 2'* = 16384. Natomiast dla liczby
n =21 =8192 dana nier6wnoé¢ jest falszywa.

Inny sposob podejscia do tej nieréwnosci, mniej narzucajacy sie, ale za to bardziej
wydajny, jak sie okazuje, to spojrzenie na poziom wyktadnikow. Wtedy po lewej stronie
widzimy tysieczng potege i postarajmy sie uzyska¢ tysieczng potege po stronie prawej.
W tym celu przyjmijmy n = 1000k, co prowadzi do nieréwnosci

(1000k)1000 < 91000k

co jest rownowazne kolejnym nieréwnosciom
1000

(1000k)1°% < (2%)
1000k < 2% .

Przez przypadek dostalismy taksa samag nieréwnosé, co w poprzednim sposobie, ale pa-
mietajmy, ze tym razem zwiazek n i k jest inny. Poniewaz powyzsza nieréwnos¢ jest
spetniona dla k=14, widzimy, ze liczba n=14000 spetnia podana w zadaniu nieréw-
nos$¢. Natomiast liczba n=13000 odpowiadajaca k=13 jej nie spelnia.
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102. Wskazujac odpowiednie liczby wymierne dodatnie C', D (niezalezne od n) udo-
wodnié¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

7n’+6n%—3
C<c———>—5<D.
Tnd —4n?+3
Rozwigzanie:

Aby zrozumieé jak zachowuje sie podane wyrazenie, oszacujemy je od gory i od dohu.
Nadrzednym celem jest prostota oszacowan (oczywiscie przy spelnieniu wyznaczonego
w zadaniu celu).

Zarys strategii szacowania jest nastepujacy:
e szacowania na poziomie licznika wykonamy niezaleznie od szacowan na poziomie mia-
nownika,
e zar6wno w liczniku jak i w mianowniku, kazdy sktadnik oszacujemy niezaleznie od po-
zostatych,
e kazdy sktadnik postaramy si¢ upodobni¢ do sktadnika dominujacego: w tym celu wy-
korzystujemy nieréwnosci

0<n®*<n’

dla a <b.

W liczniku 7n°+6n%—3 dominujacym skladnikiem jest jednomian zawierajacy n®.
Ten jednomian pozostawimy bez zmian, a pozostale oszacujemy przez 0 lub przez n®
z odpowiednim wspétczynnikiem. W konsekwencji otrzymujemy nieréwnosci':

A4n°=Tn"+0—-3n" < T’ +6n>—3 < Tn°+6n"—0=13n".
Analogiczne oszacowania przeprowadzimy na poziomie mianownika, pamietajac, ze przy
szacowania utamka o dodatnim liczniku i mianowniku, szacowanie od goéry wymaga sza-
cowania mianownika od dotu i na odwrot. W konsekwencji otrzymujemy nastepujace
oszacowania:
2 Tn°+0-3n° B 7n® +6n*—3 B Tn®46n°—0 13

5 Tn5—0+3n°  Tn®—4n3+3  Tn®—4n®+0 3’
Uzyskali$my wiec wymagane oszacowania ze statymi C'=2/5 oraz D =11/3.

103. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

C<VAn2+2In—vVan2+5n<2C.

Rozwigzanie:
Stosujac wzor na réznice kwadratow w postaci
CL2 _ b2
a+b
prawdziwy w przypadku a+0b# 0, otrzymujemy
16n 16

VAP 200+ VAP 15\ ar B4 1

Y

VAn2 +21n—vV4n2+5n=

"W wiekszoéci przypadkéw nieréwnosdci sa ostre, ale pisze stabe, aby nie odwracaé uwagi od gléwnego
celu, jakim jest sprawne wykonanie szacowan.
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Szacowanie od dotu (mianownika od gory, czyli n od dotu przez 1) prowadzi do:
1 1 1
6 N 6 _6
\/4+%1+\/4+% VA+214+/445 543

Szacowanie od géry (mianownika od dotu, czyli 1/n przez 0) prowadzi do:
16 16

10 < =10 _yoac
\/4+%+\/4+%\¢4+0+\/4+0 2+2 '

Zatem udowodniliémy podane w tresci zadania oszacowania ze statyg C'=2.

Uwaga:

Nietrudno zauwazy¢, ze cigg jest rosnacy, jego pierwszy wyraz

16 -
Jai+E+ a2 )
jest réwny 2, a granica? 4. Wynika stad, ze uzyskane przez nas oszacowania sg optymalne,
w zwigzku z czym w kazdym poprawnym rozwigzaniu musi by¢ C' = 2.

104. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierna dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

C <V +80n3—n<10C.

Rozwigzanie:
Sposob 1

Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest réznicag wyrazen zblizonej wielkosci,
zastosujemy wzor na réznice czwartych poteg w postaci

4 b4
a
a3 +a2b+ab?+ b3’

gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rézny od zera. Otrzymujemy

80n3
Vni+80n3 —n = 5 " 5 )
<\4/ nt+ 80n3) +n- (\4/ nt+ 80n3) +n2- v/ +80n3 +n3

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od gory:

a—b=

80n?

(Vi 50) 4 - (VT80 42 Yt L300 40
S 80n? _
" (Y 807) - (VA 8007)" 02 nd £ 8007 + 8

80n3 80n?

2

- 2Tn3 +9n3 +3n3 +n3 T A0

2Jedli nie rozumiesz pojecia granicy (wystarczy intuicyjne wyczucie, czym jest granica ciggu), pomin
te uwage i wréé do niej, gdy zapoznamy sie z pojeciem granicy.

Wyktad 8 - 64 - 21.10.2020



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

i od gory (szacujac mianownik od dotu):

80n?
<
(\4/n4+80n3)3—|—n-(\4/n4+80n3)2+n2-\4/n4—|—80n3+n3
80n3 80n3
n " _90=10-2.

< =
= 3 2
(VnT+0) +n- (Vna+0) +n2- VnT+0+n3 477
Otrzymaliémy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=2.

Sposéb 113
Oznaczamy dane w treéci zadania wyrazenie przez a, i po zastosowaniu wzoru skro-
conego mnozenia jak w sposobie I przepisujemy je w postaci

80n?
(\4/ n 4 80n3> +n- ( Vit 8077,3) +n2-V/nt+80n3 4 n?
80

(e8) + ((ie8) + fiem 1

Poniewaz licznik ostatniego wyrazenia jest staly, a mianownik maleje wraz ze wzrostem n,
ciag (ay) jest rosnacy. Stad wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nie-
rownosci

a1 <a, < lim a, .

n—oo

Poniewaz a; =2 oraz lim a,, =20, otrzymujemy wymagane oszacowania ze statyg C'= 2.
n—oo

Sposob 111
Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest roéznica wyrazen zblizonej wielkosci,
dwukrotnie zastosujemy wzér na réznice kwadratow w postaci
a®—b?
a+b
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rozny od zera. Otrzymujemy

b

R I L 80n” |
Vnt+80n3 +n (\4/77,4 +80n3 —|—n) . (x/n4 +80n3 ~|—n2)

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od gory:

80n? 80n?
(\4/714 180n°% + n) : (\/n4 T80n3 + n2) g (\4/714 T80n% + n) : (\/n4 T80nt + n2) N
80n? 80n3

= = = 2
4dn-10n?  40n3
i od gory (szacujac mianownik od dotu):
80n3

(VnTH80nF +n) - (v/nT+800% +n?) s

3Jedli nie znasz pojecia granicy, pomin ten sposéb i wréé do niego pdzniej.
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80n3 B 80n3 B 80n?
VT H0+n) - (VaT+0+n2)  2n-20°  4nd
Otrzymaliémy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=2.

Sposéb IV 4
Oznaczamy dane w tresci zadania wyrazenie przez a,, i po zastosowaniu wzoréw skro-
conego mnozenia jak w sposobie III przepisujemy je w postaci

_ 80’ B 80
C (Ve 80 n) - (VAT ES0n4n2) ({148 41) (142 41)
Poniewaz licznik ostatniego wyrazenia jest staty, a mianownik maleje wraz ze wzrostem n,

ciag (a,) jest rosnacy. Stad wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nie-
rownosci

=20=10-2.

N

a

a <a, < lim a, .

n—oo

Poniewaz a; =2 oraz lim a,, =20, otrzymujemy wymagane oszacowania ze statag C'= 2.
n—oo

105. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

Vvn2+3-n

C< <20'.
VIn?2+16—3n

Rozwigzanie:
Poniewaz zaréwno w liczniku, jak i w mianowniku wyrazenia danego w tresci zadania
wystepuja réznice wyrazen zblizonej wielkosci, zastosujemy dwukrotnie wzor na réznice
kwadratow w postaci
a®—b?
a—b= .
a+b

Otrzymujemy

VIn2+16—3n 16 (\/n2+3—|—n>
Szacujemy ostatnie wyrazenie od gory

3-(\/9n2+16—|—3n><3-(\/9n2+16n2—|—3n) 3.(5n+3n) 3-8n 3

16- (Vi +3+n)  16-(Vi2t0+n)  16-(ntn) 1620 4
i od dotu
3-(v9n2+16+3n> 3-(\/9n2+0+3n) 3-(3n+3n)  3-6n 3

ViZi3-n 3 (VOn?+16+3n)

16- (\/n2_+3—|—n) > 16- (\/mm) T 16-(2n+n) 16-3n 8’

OtrzymaliSmy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=3/8.

4Jedli nie znasz pojecia granicy, pomin ten sposéb i wréé do niego pdzniej.
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