Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Szacowanie wyrazen.

81. Oszacowac od gory i dotu przez proste wyrazenia réznigce si¢ statym czynnikiem

Vn+1l4+vn+2+vVn+3+...+V4dn.

Rozwigzanie:

Suma ma 3n skladnikéw, z ktérych kazdy szacuje sie od dotu przez /n i od gory przez
24/n. Wobec tego

3nvn<vVn+1+vn+2+vVn+3+...+Vin<6nyn.

82. Oszacowac od gory i dotu przez proste wyrazenia réznigce sie statym czynnikiem
vn?+n—n.
Rozwigzanie:

Stosujac wzor na roéznice kwadratow otrzymujemy

1
Vi An—n=—— =
vni+n+n 1_|_%_|_1

oraz
1 1 1 1 1 1

1
— = = < < < =—.
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83. Oszacowac od gory i dotu przez proste wyrazenia réznigce sie statym czynnikiem
3
vVnd+n2—n.
Rozwigzanie:
Stosujac wzor na roznice szeScianéw otrzymujemy
2
3 n 1
vn3+n?2—n=

(n3+n2)** £ n-(n34n2) P pn2 (1+;)2/3+(1+;)1/3+1

n

oraz

1 1 1 1
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Nieco subtelniejsze oszacowanie od dotu moze wyglada¢ nastepujaco:
1 1

1 1
A+ 41+ 41 VA+V2+417 VB+VB+1 5

84. Dobierajac odpowiednia liczbe wymierna dodatnia C' udowodnié, ze dla kazdej
liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci
1

C< 2+ <1
——— n“tn—m<—.
2 n 2
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Rozwigzanie:

Stosujac wzor na roznice kwadratow otrzymujemy

1 e (TL—F%)Q—(TLQ—FTL)_ 1/4
(n+2) ”2+"_(n+;)+m_n.(1+2;+ 14+1)

1 1
1+ —+4[1+—>2
2n n

dostajemy dowodzona nieréwnos¢ z C'=1/8.

skad wobec nieréwnosci

85. Dobierajac odpowiednig liczbe wymierna dodatnia C' udowodnié¢, ze dla kazdej
liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci
1 C 3 1
———<Vni4n?-n<-:.
3 n 3
Rozwigzanie:

Stosujac wzor na roznice szeScianéw dokonujemy nastepujacych przeksztatcen:
3
1 n+1) —(n*+n?
<n—|—>—v3 34n2= 5 ( 3) ( ) ==
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(n+0)%+ (n+0)- V/n+0+ J(n3+0)> 27-3n* 8ln 80n  8n
co koriczy dowdéw podanej nieréwnosci z C'=1/8.

86. Dobierajac odpowiednig liczbe wymierna dodatnia C' udowodnic¢, ze dla kazdej

liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci
1 C

1
15, < 4n4+n3—n<1.
Rozwigzanie:

Stosujac dwukrotnie wzor na réznice kwadratéow otrzymujemy
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(n3) — V= 2 =

((n+i> +\/n4—|—n3> ((n+1) + Vo +n?)
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co konczy dowédd danej nier6wnosci z C'=1/9.
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