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Szacowanie liczb.

Przyjrzyjmy sie liczbie 1000! (tysiac silnia). To bardzo duza liczba. Ma duzo cyfr.
Jak duzo? Kilkaset cyfr? A moze kilka milionéw cyfr? Dopdki bedziemy patrzyli na nia
jak na znaczki, ktorymi jest zapisana, nie bedziemy mieli wyobrazenia o jej rozmiarze.
Postarajmy sie ja oszacowaé od géry i od dohu znajdujac odpowiedni kompromis miedzy
wysitkiem wlozonym w szacowania i uzyskanymi efektami.

Szacujac od gory zauwazmy, ze 1000! jest iloczynem 1000 czynnikéow, z ktérych kazdy
jest nie wiekszy od 1000. To prowadzi nas do jednego z prostszych oszacowan, ktore
polega na oszacowaniu® wszystkich czynnikéw przez te sama liczbe. Otrzymamy

1000!' =1-2-3-...-999-1000 < 1000 - 1000-1000-...-1000- 1000 = 1000'°%° = 1030

1000 czynnikéw 1000 czynnikéw

Niestety, szacowanie od dotu wedtug tej samej strategii nie daje zadowalajacego re-
zultatu, gdyz wspolne dolne oszacowanie czynnikéw jest rowne 1:

1000!=1-2-3-...-999-1000>1-1-1-...-1-1=1.

1000 czynnikéw 1000 czynnikéw

Problem polega na tym, ze oszacowanie od dotu przez jedynke dla wickszosci czyn-
nikéw jest stanowczo za grube, zwlaszcza w kontekscie iloczynu. Musimy wiec przepro-
wadzi¢ szacowanie odrobinke subtelniej. W tym celu podzielimy czynniki na dwie grupy
wedhug wielkoéci i w kazdej z tych grup z osobna przeprowadzimy szacowanie od dohu.
Poniewaz chcemy wiedzie¢, ile z grubsza cyfr ma 1000!, bedziemy sie starali szacowaé
czynniki przez potegi dziesiatki, a poniewaz szacowania i tak sg obarczone sporym bte-
dem, postaramy sie uzy¢ w miare okraghych liczb jako liczb czynnikéw w poszczegdlnych
grupach.

Jedno z bardziej naturalnych szacowan wyglada nastepujaco:

1000!=1-2-3-...-99-100-101-102-...-999-1000 >

100 czynnikéw 900 czynnikéw
>1-1-1-...-1-1-100-100-...-100- 100 = 100°* = 10" .
100 czynnikéw 900 czynnikéw

W rezultacie otrzymujemy
10" < 1000! < 10%°% .

To oznacza, ze liczba 1000! ma co najmniej 1800 cyfr i jednoczesnie mniej niz 3000 cyfr.
Jest to informacja wystaczajgca do tego, aby$my nie uwierzyli w opowiesci o kilkuset
cyfrach, czy tez o milionach cyfr.

A teraz kilka przykladow szacowan, w ktorych celem jest poréwnanie dwoch konkret-
nych liczb. Postaraj sie rozwigzac¢ ponizsze zadania zanim zajrzysz na nastepng strone.

77. Ktora liczba jest wieksza: 100! czy 1029 ?
78. Ktora liczba jest wieksza: /26 czy 2+ /26 ?
79. Ktoéra liczba jest wicksza: 31001 czy 5966 ?

23 17
80. Ktora liczba jest wieksza: <\/17—4> czy (8—3\/7> ?

1Oczywiscie szacowanie iloczynu poprzez szacowanie poszczegdlnych czynnikéw ma racje bytu tylko
wtedy, gdy nie wychodzimy poza liczby dodatnie.
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Odpowiedzi.

77. Ktora liczba jest wieksza: 100! czy 1029 ?

Odpowied?: 100! < 1029,
Liczba 100! jest iloczynem 100 czynnikéw dodatnich, z ktorych 99 jest mniejszych od 100,
a jeden jest réwny 100. Zatem

100! < 100199 = 102

78. Ktora liczba jest wieksza: /26 czy 2+ /26 ?

Odpowieds: /26 > 2+ J/26.

Powyzsza nieréwnosé wynika z nastepujacych nieréwnosci:

V26>v25=5=2+3=2+4 27> 2+ v/26.

79. Ktoéra liczba jest wicksza: 31001 czy 5966 ?

Odpowiedz: 31001 > 5966
Powyzsza nieréwnosé¢ wynika z nastepujacych oszacowan:

5666 — 25333 < 27333 — 3999 < 31001 )

; 17
80. Ktora liczba jest wieksza: (\/17—4) * czy <8—3\/7> ?

Rozwigzanie:
Dla kazdej z podanych liczb korzystamy ze wzoru na roéznice kwadratéw, a nastepnie

wykonujemy szacowania:
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Stad wynika, ze

(\/1_7—4)23<2i9<2168< (8—3x/?)17_

Odpowiedz: (VIT—4)" < (8-3V7)".
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