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W uzupetnieniu do wezorajszego wyktadu wypada podaé przekrdj Dedekinda definiu-
jacy liczbe log,3:

A:{_ZL; m,nEN}U{O}U{TZZ m,nGNA2m<3"},

B:{Z: mneN A 2m>3”}.
Poréwnanie liczby wymiernej m/n z liczba log,3 jest réwnowazne pordéwnaniu liczb
2™ 1 3", a wigc moze by¢ przeprowadzone przy uzyciu rachunkoéw na liczbach catko-
witych. I tak:

23 < 3% skad log,3 > 3/2,

28 > 3% skad log,3 < 8/5,

co bardzo szybko dalo nam oszacowania

1,5 <log,3 < 1,6.

A teraz wroé¢my do niewymiernosci liczb zawierajacych pierwiastki. Dowod niewy-
miernosci liczby /2 tatwo mozna przenie$é na inne tego typu liczby i udowodnié¢ niewy-
miernoéé takich liczb jak v/15 czy /7. Zreszta analogiczna uwaga odnosi sie do niewy-
miernosci logarytmow.

A oto ogdlne twierdzenie o niewymiernosci pierwiastkow:

Twierdzenie: Dla kazdych liczb naturalnych! k, n liczba {/n jest catkowita lub
niewymierna.

W praktyce oznacza to tyle, ze liczba &/n jest niewymierna, chyba ze pierwiastkowanie
daje sie wykonaé¢ w liczbach catkowitych, jak np. w przypadku /4.

Dowéd (nie wprost): Zatbzmy, ze liczba &/n jest liczba wymierng niecatkowita i zapisz-
my ja w postaci utamka nieskracalnego a/b, gdzie b > 1. Wowczas otrzymujemy kolejno
a

b= 2
V=1,

nb* =a" . (%)

Skoro b> 1, to liczba b jest podzielna przez pewna liczbe pierwsza p. Wobec tego lewa
strona réwnania () jest podzielna przez p, a wige takze prawa strona, czyli liczba a” jest
podzielna przez p. Poniewaz a i a* maja te same dzielniki pierwsze, takze liczba a jest
podzielna przez p.

Uzyskalismy sprzecznosé: obie liczby a i b okazaty si¢ by¢ podzielne przez p, ale prze-
ciez z zatozenia utamek a/b jest nieskracalny.

To koriczy dowdd nie wprost: Liczba {/n nie moze by¢ niecatkowity liczbg wymierna.

Czesto dowody niewymiernosci polegaja na sprowadzeniu problemu do niewymierno-
Sci pierwiastkow, ktora jest znana na podstawie choc¢by powyzszego twierdzenia.
Popatrzmy na kilka tego typu przyktadow.

LCzyli calkowitych dodatnich.
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33. Dowies¢, ze liczba v/2+ /3 jest niewymierna.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdéd nie wprost. Zalézmy, ze dana w zadaniu liczba jest wymierna
1 oznaczmy ja przez w. Wowczas otrzymujemy kolejno:

w=v2+V3,
w?=2+2v6+3,
2
we—>5
=6,
2
co nie jest mozliwe, gdyz po lewej stronie réwnosci wystepuje liczba wymierna, a po pra-
wej niewymierna.
Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze bledne bylo zalozenie, ze liczba v2++v/3 jest
wymierna. Zatem liczba ta jest niewymierna.

34. Dowiesé, ze liczba v/2+ /34 v/5 jest niewymierna.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zalézmy, ze dana w zadaniu liczba jest wymierna
i oznaczmy ja przez w. Wowczas otrzymujemy kolejno:

w=v2+v3+V5,
w—\/gz\/é-i-\/g,
w?—2v5+5=2+2V6+3,
w?—2v5=2v6,
w?=2vV5+2V6,
w* =20+8v/30424,

444
d = V30,

co nie jest mozliwe, gdyz po lewej stronie réwnosci wystepuje liczba wymierna, a po pra-
wej niewymierna.

Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze bledne bylo zatozenie, ze liczba v24v3+5
jest wymierna. Zatem liczba ta jest niewymierna.
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35. Dowies¢, ze liczba /24 V/3 jest niewymierna.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zalézmy, ze dana w zadaniu liczba jest wymierna
1 oznaczmy ja przez w. Wowczas otrzymujemy kolejno:

w=V2+V3,
w® =243V2V6+3V3V6+3,
w® =5+3V6- (V2+V3),

w?=5+3V6-w,
3
-5
w :\3/67
3w

co nie jest mozliwe, gdyz po lewej stronie réwnosci wystepuje liczba wymierna, a po pra-
wej niewymierna.

Otrzymana sprzecznoéé dowodzi, ze bledne bylo zaltozenie, ze liczba ¢/2+ /3 jest
wymierna. Zatem liczba ta jest niewymierna.
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