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Zadania powtorzeniowe

668. Udowodni¢, ze réwnanie
10" =x-7°

ma co najmniej dwa rozwigzania rzeczywiste.

669. Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x € (0, 2) speliajacej nieréwnosé

22015 (3 —2)2016 5 1

670. Udowodni¢, ze réwnanie
22019 (1~ 2)2018 1

ma co najmniej trzy rozwiazania.

671. Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

1
sin?"(3z) -sinz > 3"

672. Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spelniajacej nieréwnosc¢

1
sin?'?(3z) - sin(5z) > 3"

Sprébuj rozwigzaé powyzsze zadania
zanim zajrzysz na kolejne strony.

Niektore zadania pomagaja w rozwiazaniu nastepnych. Zatem po przeczytaniu rozwia-
zania zadania pomy$l, czy nie naprowadza Cie ono na rozwiazanie ktoregos z pozostatych
zadan.
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668. Udowodnic¢, ze réwnanie
10 =2-7"
ma co najmniej dwa rozwigzania rzeczywiste.
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje pomocnicza f: R — R zdefiniowana wzorem
flz)=10"—2-7".
Funkcja ta jest ciggta, a ponadto zachodzg nieréwnosci:
f(2)=10*-2-7=100—-98 >0,
f(3)=10*-3-7=1000—3-343 <0
oraz
f(4)=10"—4-7"=100*-98*>0.

7 wtasnosci Darboux funcji ciggltych wynika, ze funkcja f przyjmuje wartos¢ 0 w prze-
dziale (2, 3) oraz w przedziale (3, 4). Pozostaje odnotowaé, ze punkty zerowania si¢
funkcji f sa rozwigzaniami rownania danego w tresci zadania.

669. Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej = € (0, 2) spelniajacej nieréwnosé
22015 (3 —2)2016 5 1

Rozwigzanie:
Sposob I (dla myslgcych $Smiertelnikow):
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem
f(:L‘) _ :132015 . (I o 2)2016 ]
Wowczas jej pochodna wyraza sie wzorem
f/(x) =92015- x2014 A (x _ 2)2016 +2016 i x2015 A (.Z' _ 2)2015 )
Poniewaz

f()=1 oraz  f'(1)=2015—2016=—10,

funkcja f osiaga w punkcie 1 warto$¢ 1, ktéra nie jest ekstremum lokalnym (bo f'(1)#0).
W szczegblnosci nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi osiggac
w poblizu jedynki takze wartos¢ wieksza od 1.

Sposob II (dla bezmyslnych cudotworcow):
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem
f(fL‘) :ZE2015 . (I—2)2016 )
Zamiast wycigga¢ wnioski na podstawie analizy przebiegu powyzszej funkcji, bezmysnie
uczepimy sie miejsca, w ktéorym pochodna tej funkcji sie zeruje, a sama funkcja osigga
maksimum.
Pochodna funkcji f wyraza sie wzorem

f,<$) —=92015 'I2014 i (.T,' o 2)2016 +2016 'Jf2015 . (l’ . 2)2015 —
=92015 '$2014 . (2 —SC)2016 —2016 .12015 . (2 —CL’)2015 —
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= 2?14 (2 — 1)1 (2015 (2 — 2) — 2016 - z) = 220 (2 — )?°'5. (4030 — 4031 - 2) .

Zatem na przedziale (0, 2) pochodna funkcji f ma nastepujacy znak:
>0 dla =ze€ (0 M)

’ 4031
f(z){=0 dla z=7%
<0 dla ze (5520, 2)
Oznacza to, ze funkcja f osiaga na przedziale (0, 2) najwieksza warto$¢ w punkcie
r= % i wartoscig ta jest
; (4030) B (4030)2015 (4032)2016 40307015 40322016
4031/ \4031 4031 40314031
Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy ”tylko” udowodni¢ nieréwnosé f (%) > 1. Pro-
. . s . 4030\ ~_
blem polega na tym, ze w rzeczywistosci f (M) ~1,000124.
Aby wykazaé¢ nieréwnosé f (38%) > 1, nalezaloby udowodni¢, ze
40302015 40322016 > 40314031 | (%)

co jest praktycznie niewyobrazalne bez uzycia komputera, gdyz po obu stronach tej nie-
rownosci wystepuja liczby 14534-cyfrowe, a ich iloraz jest w przyblizeniu rowny 1,000124.
Cudotworca przepisatby nieréwnos$é (&) w postaci
(2n)"- (2n+2)"" > (2n41)*"+

gdzie n=2015, a nastepnie przemnozyt ja stronami przez 2n otrzymujac kolejno nieréw-
nosci rownowazne:
(2n)" . (2n42)" T > (2n4+1)*" - (2n),

((2n)-(2n+2))"" > ((2n+1)*)"- (2n+1)-(2n),
<4n2—|—4n)n+1 > (4n2+4n+ 1)”- (4n2+2n) ) (&)
W tym momencie cudotworca zauwazytby, ze po kazdej ze stron nieréwnosci ({) znajduje
sie iloczyn n+ 1 czynnikéw dodatnich. Gdyby sumy czynnikéw po kazdej ze stron byty
rowne, wiekszy bylby iloczyn o wszystkich czynnikach réownych, czyli iloczyn po lewej
stronie nieréwnosci (<»). Tymczasem jest nawet lepiej, gdyz suma czynnikdéw po lewej
stronie nieréwnosci (<)) jest réwna

(4n2+4n) “(n+1)=4n*+8n*+4n,
a po prawej jest od niej mniejsza i wynosi
(4n2+4n—|— 1) ‘n—+ (4n2+2n> =4n®+8n’+3n.

Dowdd nieréwnosci () jest wiec zakonczony.

Uwaga:

Cudotworca zamiast nieréwnosci (<») udowodnitby nieréwnos¢ mocniejsza, a miano-
wicie "

<4n2 + 4n)n > (4n2 +4n+ 1)n . (4712 + 3n) ,

co prowadzi do wzmocnionej wersji nieréwnosci (db):

40302°15. 40322916 > 403119394031, 5,
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w ktorej iloraz strony lewej do prawej jest w przyblizeniu réwny 1,00000000769 (bezpo-
srenio po przecinku wystepuje osiem zer). To doprowadzitoby do nieréwnosci

4030\ 4031.5 1
2 14 1.0001240
jﬁ(4031> Z 4031~ Teoe T 387,

gdy tymczasem w rzeczywistosci

4030
) ~1,0001240463 .
Lf<4031> ,0001240463

670. Udowodni¢, ze réwnanie
x2019 . (l’ o 2)2018 =1
ma co najmniej trzy rozwiazania.

Rozwigzanie:
Niech
f(f) — (E2019 . (Z’— 2)2018 )
Zauwazmy, ze f(1)=1 oraz
/<£C> =92019- 1,2018 . (l' . 2)2018 4 2018 - x2019 A (x . 2)2017 —
= (2019(z — 2) +2018z) - 228 (2 —2)?17 |
skad f'(1)=1.

Stad wynika, ze funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 1 w prawostronnym otocze-
niu jedynki, a poniewaz f(2) =0, na mocy wlasnosci Darboux funkcji ciagtych wniosku-
jemy, ze f przyjmuje wartos¢ 1 w przedziale (1,2).

Pozostaje zauwazy¢, ze f(3) > 1, wobec czego funkcja f przyjmuje wartosé 1 w prze-
dziale (2, 3).

Wobec tego f przyjmuje wartos¢ 1 co najmniej trzykrotnie: w punkcie 1, w przedziale

g yjmuj J ) trzy
(1,2) i w przedziale (2, 3).

671. Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé
1
sin?'"(3z) -sinz > 3

Rozwigzanie:

Rozwazmy funkcje f okreslona wzorem
f(z) =sin*'"(3z) -sinw.
Woweczas jej pochodna wyraza sie wzorem
f(x) =2017-sin**%(3x) - cos(3z) - 3 - sinz +sin?*'"(3x) - cosx =

=6051-sin**%(3x) - cos(3x) - sinz +sin**"(3x) - cos z .

1)
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oraz

f’(g) 6051 - szomg cosg sm6+sm2017g cos%—6051 1-0- 5—1—1 \g i;&o

funkcja f osiaga w punkcie m/6 wartosé 1/2, ktora nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/6)#£0. W szczegdlnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi
osiagaé w poblizu 7/6 takze warto$¢ wieksza od 1/2.

Uwaga:

Poniewaz f'(7w/6) > 0, funkcja f ma maksimum lokalne (i jak sie okazuje, globalne)
na prawo od 7/6. Jednak doktadniejsze jego zbadanie bez uzycia komputera okazuje
si¢ niezwykle trudne. Pochodna funkcji f zeruje si¢ bowiem w punkcie (w przyblizeniu)
510,0000954, a sama funkcja f osiaga tam maksimum w przyblizeniu rowne 0,5000413.
Jest to warto$¢ tak nieznacznie przekraczajaca 1/2, ze niewyobrazalne wydaje sie rozwia-
zanie zadania przez bezposrednie szacowanie wartosci funkcji f w konkretnym punkcie.

Jedli posuniemy sie nieco dalej na prawo od punktu 7/6, zobaczymy, ze funkcja f
dosy¢ szybko maleje, mamy na przyktad

7 (%+0,001) ~0,49634
oraz

f (% +0,01> ~0,20519.

672. Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé
1
sin*!?(3z) - sin(5z) > 3

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem
f(z) =sin®?(3z) -sin(5z) .
Woweczas jej pochodna wyraza si¢ wzorem
f'(x) =2019-sin**¥(3x) - cos(3z) - 3 - sin(5z) +sin®"*?(3z) - cos(5x) - 5 =
= 6057 -sin**"®(3x) - cos(3x) - sin(5x) + 5 -sin*'?(3z) - cos (5 .

Poniewaz

s 1
/)3
6 2
oraz 5 d
f (%) :6057~sin2018g'cosg~sin%+5‘sin2mgg~cos%:
1 -3
:6057-1-0-2+5~1-;/_=—\/_7é0

funkcja f osiaga w punkcie 7/6 wartosé 1/2, ktora nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/6)#£0. W szczegdlnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi
osiggaé w poblizu 7/6 takze warto$¢ wigksza od 1/2.
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