Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Liczby wymierne.

Zanim wyjasnimy sobie, czym sg liczby rzeczywiste, wyobrazmy sobie, ze zyjemy
w Swiecie, w ktorym sg tylko liczby wymierne. Dla celow opisu otaczajacej nas rzeczy-
wistosci 1 wystepujacych w niej wielkosci fizycznych, liczby wymierne to znacznie wiecej
niz potrzebujemy. W zupetnosci wystarczytyby nam liczby wymierne o mianowniku be-
dacym potega dziesigtki, czyli utamki dziesietne skoniczone. A tak naprawde to utamki
0 10..., no moze 20..., a co mi tam, nich bedzie 50 cyfrach znaczacych, z naddatkiem by
nam wystarczyty.

Liczby wymierne stanowig wigc nieporownanie wigksze bogactwo niz to, co mozemy
zaobserwowaé i zmierzy¢ w otaczajacym nas swiecie. Majac do dyspozycji liczby wy-
mierne, czegdz chcie¢ wiecej? Liczby wymierne mozemy przedstawi¢ jako odpowiednio
rozmieszczone punkty na prostej — wymiernej osi liczbowej. Czy czegos tam brakuje?
Alez skad, przeciez kazdy pylek kredy, czy kazda mikrokropelka atramentu, czy kazdy
atom, proton czy kwark na tak narysowanej prostej zawiera nieskonczenie wiele liczb
wymiernych. W realnym $wiecie nie tylko nie ma na tej prostej dziur, ale nawet roz-
dzielczo$¢ rysunku jest nieskonczenie niewystarczajaca, aby wszytskie liczby wymierne
rozréznic.

Zapytajmy w tymze swiecie liczb wymiernych o rozwigzanie nastepujacego problemu:
Jaka jest dlugos¢ przekatnej kwadratu o boku 1?7 Empirycznie mozna byltoby taki kwa-
drat narysowac i z ogromng doktadno$cig zmierzy¢ dtugosé jego przekatnej. Bez wzgledu
na to, jak duza bytaby to doktadnos¢, liczb wymiernych odpowiednio dobrze przybli-
zajacych dtugos¢ przekatnej byloby nieskonczenie wiele, cho¢bysmy te dtugosé chcieli
zmierzy¢ co do kwarka. Ale zajmijmy sie tym zagadnieniem czysto teoretycznie i za-
pytajmy: Ktéraz to liczba wymierna! dokladnie oddaje dlugos$é przekatnej kwadratu
o boku 17

Jesli przez x oznaczymy dlugo$é¢ przekatnej kwadratu o boku 1, to z twierdzenia
Pitagorasa szybko otrzymamy réwnanie

=2,
ktore ta tajemnicza liczba x spetnia¢ musi. Liczba x, jako dtugos$¢ odcinka, jest dodatnia,

a jako liczba wymierna® daje si¢ zapisa¢ w postaci utamka nieskracalnego m/n, gdzie
m, n sg wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Mamy wiec rownosé

m
w2
czyli
m?=2n>.

Skoro prawa strona powyzszego réwnania jest parzysta, to réwna jej strona lewa, czy-
i m?, tez jest liczbg parzysta. A poniewaz parzystosé liczby jest taka sama jak parzy-
stos¢ jej kwadratu, parzysta jest sama liczba m. Aby te wlasno$¢ parzystosci liczby m

'Bo przypominam, ze w rozwazanym przez nas $wiecie liczb innych niz wymierne nie ma, ani tez
istnienia takich liczb nie mamy powodu podejrzewac.
2Wszystkie liczby sa wymierne! Przynajmniej tak nam sie na razie wydaje.

Wyktad 4 - 32 - 15.10.2020



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

wkomponowa¢ w rozwazane rOwnanie, przyjmijmy m = 2k, gdzie k jest liczbg naturalng.
Otrzymamy
4k? =2n?,

skad
2k*=n?.

Rozumujac jak poprzednio, dochodzimy do wniosku, ze liczba n? jest parzysta, a w ko-
nsekwencji parzysta jest sama liczba n.

Podsumujmy, co otrzymalismy:
e utamek m/n jest nieskracalny,
e licznik m jest parzysty,
e mianownik n jest parzysty.

Powyzsze trzy wtasnosci sa ze soba sprzeczne, bo utamek o parzystym liczniku i pa-
rzystym mianowniku nie jest nieskracalny. Do sprzecznosci tej doprowadzito nas przy-
puszczenie, ze istnieje liczba wymierna, ktérej kwadrat jest réwny 2.

Whniosek:

Nie istnieje liczba wymierna, ktérej kwadrat jest ré6wny 2.

Co to oznacza? Ze pozostajac w $wiecie liczb wymiernych musimy sie pogodzié z nie-
znosng prawda: Nie istnieje liczba, ktora wyrazataby dtugosé przekatnej kwadratu o bo-
ku 1. Jest to jednak nieakceptowalne. Dlatego do zbioru liczb wymiernych taka liczbe
dotaczymy.

Jak to zrobi¢? Najproéciej na gruncie czystej algebry, czyli w oparciu o 4 dziatania?.
Do swiata liczb wymiernych doktadamy taka liczbe z, ktéra podlega wszelkim znanym
nam prawidlom rachunkowym, a ponadto spelnia réwnanie 22 =2. Czyli kiedykolwiek
w rachunkach pojawi sie 22, mozemy je zamieni¢ na 2.

To powoduje jednak probemy dwojakiego rodzaju. Po pierwsze, hipotetyczna liczba z
zdefiniowana na gruncie czystej algebry réwnoscig 2% = 2 nie jest jednoznacznie wyzna-
czona, w tym sensie, ze liczba —z tez ma wlasnosé¢ (—x)?=2. I nie da si¢ zapisa¢ przy
uzyciu czterech dziatan zadnej wtasnosci liczby x, ktora by ja od liczby —x odrozniata.
To jeszcze bysSmy jakos przezyli.

Ale po drugie: zamiast pyta¢ o przekatng kwadratu o boku 1, moglibysmy zapytac
o dhugosé okregu o érednicy 1. Jednak w tym przypadku czysta algebra nie daje nam
mozliwosci sformutowania wlasnosci hipotetycznej liczby, ktora by taks dlugosé okregu
wyrazata. A doktadniej: nie istnieje rownanie wielomianowe o wspotczynnikach wymier-
nych, ktore by taka liczbe definiowalo.

Liczbe okredlajacg dtugo$é¢ przekatnej kwadratu jednostkowego mozna zdefiniowaé
na gruncie analizy. Analizy, to znaczy struktury liczb wymiernych, w ktérej mamy nie
tylko 4 dziatania, ale takze mozliwo$¢ poréwnywania liczb.

Dtugosé przekatnej kwadratu mozemy probowaé mierzy¢ liczbami wymiernymi. Do-
ktadnie to sie nie uda, ale kazda taka préba powie nam, czy dana liczba wymierna jest

3Dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie.
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za mala, czy za duza na to, aby wyraza¢ dtugo$¢ przekatnej kwadratu. Opiera sie to na
spostrzezeniu, ze czym wigksza liczba wymierna dodatnia, tym wigkszy jej kwadrat.

Zbior liczb wymiernych za matych na to, aby wyraza¢ dtugo$é przekatnej, to liczby
ujemne, zero oraz dodatnie liczby wymierne, ktérych kwadrat jest mniejszy* od 2:

m m
A:{—: m,nEN}U{O}U{: m,n €N A m2<2n2} .
n n
Z kolei liczby wymierne za duze na to, aby wyraza¢ dhugo$é¢ przekatnej tworza zbior:
m
B:{: m,nEN/\m2>2n2} .
n

Tym samym kazda liczbe wymierna zakwalifikowalismy do doktadnie jednego ze zbio-
row A i B, a przy tym kazdy element zbioru A jest mniejszy od kazdego elementu
zbioru B.

Zbiér liczb wymiernych rozpada sie wiec na dwa zbiory: liczby duze (B) i male (A).
Na wymiernej osi liczbowej na styku zbioréow A i B jest dziura. Zbiory A i B wyzna-
czaja na wymiernej osi liczbhowej pewne miejsce, ale tam nic nie ma, nie ma tam zadnej
liczby wymiernej. W tym miejscu chcielibyémy umiescié¢ /2, czyli liczbe dodatnig, ktéra
rozgranicza liczby wymierne dodatnie o kwadracie mniejszym od 2 od liczb wymiernych
dodatnich o kwadracie wigkszym od 2.

Liczbe v/2 mozemy wiec zdefiniowaé przez wskazanie miejsca na liczbowej osi wy-
miernej, gdzie liczba ta powinna sie znalez¢. Podobnie mozna bytoby uczyni¢ z liczba 7.
Odpowiednie rozwazania geometryczne (przynajmniej w teorii) pozwolityby dla kazde;j
liczby wymiernej odpowiedzie¢ na pytanie, czy ma by¢ ona mniejsza czy wieksza od 7.
Zbiér liczb wymiernych rozpadiby sie woéwcezas na dwa zbiory: zbiér® A, liczb, ktére sa
za mate, aby by¢ liczba 7w oraz zbiér B, ztozony z liczb, ktére na bycie liczba 7 s za duze.
Na styku zbioréw A, i B, o$ liczb wymiernych ma dziure, w ktorej powinna sie znalezé
liczba .

O liczbach niewymiernych mozemy wiec mysle¢ jak o dziurach w wymiernej osi licz-
bowej, ktére to dziury sa zlokalizowane przez rozbicie® zbioru liczb wymiernych na dwa
niepuste roztaczne zbiory A i B o tej wlasnosci, ze kazdy element zbioru A jest mniejszy
od kazdego elementu zbioru B. Przy tym liczbe niewymierng otrzymamy tylko wtedy,
gdy na styku zbiorow A i B naprawde jest dziura, czyli zbior A nie ma elementu najwiek-
szego, a zbiér B nie ma elementu najmniejszego. W przeciwnym razie wskazane przez te
zbiory miejsce bytoby zajete przez liczbe wymierna. Na przyktad przekrdj Dedekinda

A=(—00,1), B=[1, c0)
wskazuje na liczbe 1. Podobnie zreszta jak przekréj
A=(—o00,1], B=(1,00).

2

1Zauwazmy, ze nieréwnoséé (@> <2 jest réwnowazna nieréwnoéci m? < 2n?, a wiec daje sie wy-
razi¢ przez operacje na liczbach %alkowitych zastosowane do licznika i mianownika rozwazanej liczby
wymierne;j.

SW zasadzie mégtbym nazwaé ten zbiér A, ale nie chee tworzy¢ falszywego wrazenia, ze jest on réwny
zbiorowi A zdefiniowanemu poprzednio.

SPare zbioréw (A, B) o wymienionych wiasnosciach nazywamy przekrojem Dedekinda zbioru liczb
wymiernych.
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Liczby rzeczywiste.

Jaka wlasnos¢ odréznia zbior liczb rzeczywistych od zbioru liczb wymiernych? Oto6z
zbior liczb rzeczywistych nie ma dziur. To znaczy, ze tworzac przekroj Dedekinda zbioru
liczb rzeczywistych nigdy nie trafimy na dziure, ktorej zatkanie wymagatoby stworzenia
nowej liczby rzeczywiste;j.

Pewnik Dedekinda (aksjomat ciaglo$ci):

Jezeli A1 B sg takimi niepustymi zbiorami, ze

e AUB=R,

e ANB=1),

e dla kazdego a € A i kazdego b € B zachodzi nier6wnos¢ a < b,
to

zbiér A ma element najwiekszy
ALBO
zbiér B ma element najmniejszy.

Liczba rzeczywista jest wyznaczona przez przekrdj Dedekinda zbioru liczb wymier-
nych, bo taki przekrdj wskazuje miejsce na osi liczbowej. Ten sam efekt mozna uzyskaé
podajac nieskoniczony” utamek dziesietny, gdyz jego znajomosé pozwala poréwnaé repre-
zentowang przez niego liczbe rzeczywista z jakakolwiek liczba wymierna.

A oto podstawowy fakt dotyczacy nieskonczonych utamkow dziesietnych odpowiada-
jacych liczbom wymiernym:

Liczba jest wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajacy jej utamek
dziesietny jest okresowy (okres nie musi zaczynaé sie zaraz po przecinku).

Na przyktad liczba 0,(9) =0,99999... jest wymierna. No to skoro jest wymierna, to ile
jest rowna? Jesli ktos tego nie widzi od razu, to moze te liczbe oznaczy¢ przez x i prze-
mnozy¢ przez 10 przesuwajac cyfry w lewo o jedna pozycje, a nastepnie wykonaé¢ odej-
mowanie:

102=9,(9)
x=0,(9)
9z =9
z=1

Zatem 0,(9) = 1. Na pierwszy rzut oka wydaje sie to dziwne, bo nigdy nie mamy potrzeby®
uzywania zapisu 0,(9), wiec nie jesteSmy z nim oswojeni. Jednak obydwa zapisy liczby 1
sg legalne.

Zapamietaj: Prawie kazda liczba rzeczywista ma jednoznaczne przedstawienie w po-
staci nieskonczonego utamka dziesietnego. Wyjatkiem sg liczby wymierne majace skon-
czone’ rozwiniecie dziesietne. Woéwczas mozemy ostatnia cyfre rozwiniecia zmniejszy¢ o 1

i zrekompensowaé to nieskoniczonym ciagiem dziewiatek, np. 0,37 =0,36(9).

"Kazdy ulamek dziesietny mozna uznaé za nieskonczony, jesli uméwimy sie, ze utamki skonczone
uzupelniamy nieskonczonym ciagiem zer.

8 A nawet odradzam uzywania tej postaci w zyciu codziennym. Na przyklad poproszenie w sklepie
0 0,(9) bochenka chleba nie jest najlepszym pomystem.

9Przypominam, ze rozwiniecie skoficzone mozemy uznaé za uproszczony zapis rozwiniecia nieskon-
czonego, gdzie pomijamy nieskonczenie wiele zer.
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