Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Zadania powtorzeniowe

637. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

3n—3
(3n+1) < 3 |
n 22n—4

638. Dowiesé¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

m >22n—1
n)” N

639. Dowiesc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢
(2n)!

o \= <4n—1 ]
n!-(n+1)!

640. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

g-n-\/nﬂ < VI+V24+V3+VA+VE+. +Vn—1+vn < g-\/ﬁ-(nﬂ).

Sprébuj rozwigzaé powyzsze zadania

zanim zajrzysz na kolejne strony.
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637. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢
3n—3

<3n+1) g
n 92n—4

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

Rozwigzanie:

1° Dla n =1 mamy

oraz

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé¢ 4 <4, jest wiec prawdziwa.
2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
3n+1 333
) < *)

n

Wykazemy, ze woéwczas zachodzi nieréwnosé
3n+4 33n

Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (é) mozna zapisaé jako
<3n—|— 1) _ (3n+1)!
n n!-(2n+1)!"
Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci (<») i korzystajac z zatozenia indukcyjnego (é)
otrzymujemy
I <3n+4> (3n+4)! (3n+1)  (3n+2)-(3n+3)-(3n+4)

T n+D)2n+3) nl-2n+1)! (n+1)-(2n+2)-2n+3)
33n—=3 (3n+2)-3-(3n+4)<33"_3 27 3%

< = =P,
(2n+2)-(2n+3) 221 4 222

n+1 - -

< 22n—4

o ile udowodnimy, ze
(3n+2)~3-(3n+4)<§. (©)
(2n+2)-(2n+3)

4
Nieréwnosé (©) jest réwnowazna nieréwnosci
2 4
(n+3) (n+3) _ 1

. <1,
(n+1) (n + %)

w ktérej po lewej stronie wystepuje iloczyn dwoch utamkéw mniejszych od 1 (licznik

mniejszy od mianownika, oba dodatnie). Tak wiec jest to nier6wnosé¢ prawdziwa.

Wyktad 39 - 448 - 27.01.2021 ($roda)



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Kto nie dostrzeze tego rozumowania, bedzie pracowicie przeksztalcal nieréwnosé (©)

do postaci rownowaznych:
(3n+2)-(3n+4)

(n+1)-(2n+3)
2-(3n+2)-(3n+4)<9-(n+1)-(2n+3),
18n2 +36n + 16 < 18n* +45n +27,
0<11n+9

9
\27

i w tym momencie wywnioskuje, ze nieréwnosé¢ (©) jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n.

Tym samym udowodniliSmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (&) wy-
nika nieréwnosé ().

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

638. Dowiesc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢
n < 22n71
nl|”~ Jno

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

Rozwigzanie:

1° Dla n =1 mamy

oraz

Zatem dana w zadaniu nieréwnos¢ przyjmuje postac¢ 2 > 2, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

()" .

Wykazemy, ze wowczas zachodzi nieréwnosé
2 2 22n+1
n-+ L 2)
n+1 vn+1
Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (1) mozna zapisa¢ jako
2n\  (2n)!
n) nl-nl’
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Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci (2) i korzystajac z zalozenia indukeyjnego (1)
otrzymujemy
I (2n+2> (2n+2)! (2n)! (2n+1)-(2n+2)  (2n)! 2-(2n+1)

T+ D(n+ 1) nlnl (n+1)-(n+1)  nlnl n+l
2n—1 . 2n+1
S22 @ntl) 2

=z : =z P,
Vn n+1 vn+1

n+1 - -

o ile udowodnimy, ze
22n71 2. (2n+ 1) 22n+1

. = .
v ont+l T+l
Nieréwnos¢ (3) jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
2n+1

N RYCEs R
n+1>2-v/n-vn+l1,
2n+1)2>4-n-(n+1),
An®+4n+1>4n*+4n,

1>0,

a zatem nieréwnos¢ (3) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Tym samym udowodniliémy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nier6wnosci (1) wynika
nieréwnosé (2).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

639. Dowiesé¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
(2n)!

I < 471—1 .
n!-(n+1)!
Rozwigzanie:
Sposob I:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =1 mamy
2!
L=——=1
1.2
oraz
P=4"=1.

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé¢ 1 <1, jest wiec prawdziwa.
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2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

(2n)! —1
— 4"
nl-(n+1)! (%)
Wykazemy, ze wéwczas zachodzi nieréwnoscé
2n+2)!
( LI ()

(n+1)!-(n+2)!

Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci () i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
() otrzymujemy
(2n+2)!  (2n)! (2n+1)-(2n+2)
(n+1)!-(n+2)!  nl-(n+1)!  (n+1)-(n+2)
2-(2n+1)
n-+2

<4n71' <47“L71_4:471:P7

o ile udowodnimy, ze
2-(2n+1)
—F<4. @
n+2 (©)

Nier6wnosé (©) jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
2n+1<2-(n+2),
2n+1<2n+4,
1<4,

a zatem nieréwnosé (©) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Tym samym udowodniliSmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (&) wy-
nika nier6wnosé ().

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

Sposob 11:

Zauwazmy, ze lewa strona dowodzonej nieréwnosci moze by¢ zapisana w postaci T

n
Poniewaz liczba ( ) wystepuje w 2n-tym wierszu trojkata Pascala, jest ona mniejsza
n

od sumy wszystkich liczb wystepujacyh w tym wierszu, czyli od 22",
W konsekwencji dla n > 3 dowodzona nieréwno$¢ wynika z nastepujacego ciggu nie-
rownosci:

= < =
nl-(n+1)! n+1 n+l  3+1

_ an—1

(2n) () _ 4 _ 4

Natomiast dla n=11n =2 sprawdzamy bezposrednio, ze dana w zadaniu nier6wnos¢
przyjmuje odpowiednio posta¢ 1 <11 2<4.
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640. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
2 2
gVt < VI4V24V34+Va+Vo+.. . +vVn—14+n < V().
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =1 dowodzone nierownosci przyjmuja postac

2 2
—V2 < 1 < =2,
3\/_ 3

wystarczy wiec zauwazy¢, ze

2 V38
V=Yt
3 Vo
oraz
2 4
-2=->1.
3 3

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze prawdziwe sg nieréwnosci

§~n~\/n—i—1 < VIHV24+V3+VA+VE+. +vVn—1+Vn < ;\/ﬁ.(nﬂ). (&)

Udowodnimy, ze wowczas analogiczne nieréwnosci sa prawdziwe po zastapieniu liczby n
liczba n+1, a mianowicie

2 2

3 (1) Vint2 < VIHV24+V3+ Va4 vntvntl < 3Vl (n+2). (0)

W celu dowodu lewej nieréwnosci () skorzystamy z lewej nieréwnosci zatozenia induk-
cyjnego (). Otrzymujemy

2
VIHV2HVBHVAL VeVt T> SVt TVt T

a wiec do zakonczenia dowodu lewej nieréwnosci (<)) wystarczy dowiesé, ze

2 VATV (0 ) Vi 2, (#)

Przeksztalcanie nier6wnosci (#) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:

2 2
g-n-\/n+1+ n—|—1>§-(n+1)-\/n 2, ‘:\/n—i—l
2 2

g'n+1>§'\/(n+1)'("+2)7

n+2>\/(n+1)-(n—l—2),

(n+1)+(n+2)
2
a ta nieréwnosc¢ jest prawdziwa jako nieréwnos¢ miedzy srednia arytmetyczng i geome-
tryczna liczb n+1 i n+2.

> \/(n+1)-(n+2),
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Analogicznie postepujemy dla dowodu prawej nieréwnosci (). Korzystajac z prawej
nieréwnosci zaltozenia indukcyjnego (&) otrzymujemy

'ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬂ+mﬂﬁ+n+K§MﬁWHHWﬁ1

a wiec do zakonczenia dowodu prawej nieréwnosci (») wystarczy dowiesé, ze
2 2
§w¢ﬁ(n+1%+¢n+1<§-Vn+1(n+2) (W)

Przeksztalcanie nier6wnosci (##) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:
2 2
g-\/ﬁ-(n+1)+ n—|—1<§-\/n+1-(n+2), EZES!

(n+2),

GV )

n-(n+1)4+1<
yn-(n+1)+

\/n-(n+1)<n+;,
\/n-(n+1)<n+(g+1),

a ta nieré6wnosc¢ jest prawdziwa jako nierownos¢ miedzy Srednig geometryczng i arytme-
tyczna liczb n i n+1.

2
3

[\CRNGV]

<n+2,

Na mocy zasady indukcji matematycznej dane w zadaniu nieréwnosci zostaty udo-
wodnione dla kazdej liczby naturalnej n.
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