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631. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢
200 n <2 +15-2%.
Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.
Przypadek pierwszy: n <60.
Dla n < 60 zachodza nieréwnosci
201 < 261.60=2%3.15< 2" +15.263
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 61.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =61 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.61,
P=2%415.203 =201 1 15.4.201 =61.25

skad L =P.

2° Niech n > 61 bedzie taka liczbg naturalna, ze

201 n<2"4+15-2%.
W celu przeprowadzenia zasadniczej cze$ci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé
200 (n41) < 2" +15.2%.
Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 61 otrzymujemy
L=2(n+1)=2"n4+2°<2"+15-2% 420 <2" +15. 2% 42" = 2" 4+ 15.2% = P

co konczy dowdd indukeyjny.

632. Obliczy¢ granice ciagu:

2 3 4
lim et/ -
"Lw(n2+1+n2+2+n2+3+n2+4+ +(n—|—6)2>

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupenienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:

Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 12n+ 36 sktadnikéw, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy
2 3 4 12n+36 )

li it ——=
”ggo<n2+1+n2+2+n2+3+n2+4+ * (n+6)2

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od goéry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspodlnej granicy.
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Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikow), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,

co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki majg zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielkos$¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie do-

damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

1 2 3 4 12n+36

_n2+1+n2+2+n2+3+n2+4+”'+m\

1+2+43+4+...+(12n+36) 1+2+3+4+...+(12n+36)
n?+0 N n?

bn

<

:CTL

Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
1 2 3 4 12n+36
BTSRRI R (n+6)2 >
1+243+4+...+(12n+36)
(n+6)2
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
(12n+36) - (12n+37)

bn

= :an.

14+2+3+4+...+(12n+36) =

= (6n+18)-(12n+37).

2
Wobec tego
(= (6n+18)- 21271—1-37) 70
n
przy n — oo. Podobnie
0 = (6n+18)-(12n+37) 7o
(n+6)2

przy n — oo.

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

a, < b, < ¢,

a ponadto

nh_)rglo Cp="T2
oraz

nlggl{) Gp="T2,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =72.

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma wartos$¢ 72.
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633. Niech
f(x)=+x—50-Inz.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(39999) jest mniejsza czy wigksza od f(40000) — 300"
Wskazéwka: Obie liczby sg w przyblizeniu rowne —329.83, a roznia sie o okoto
6.51-107. Nie prébuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 50
/ —_— —————— e ——
oraz JE
1 20  —/x+200
" _ _
/ (x)—_4-x3/2+?_ 422 >0

dla x < 40000, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale (0, 40000].
Zatem wykres funkcji f dla x <40000 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu funk-
cji f w punkcie 40000. Poniewaz f’(40000) =1/800, dla z < 40000 zachodzi nieréwnos¢

1
f(z) > f(40000) + 300 (x—40000)
i w konsekwencji
1
39999 40000) — — .
(39999) > £(40000) — =

1
Odpowiedz: Warto$¢ f(39999) jest wieksza od f(40000) — 200"

634. Niech
f(x)=+/x—50-Inz.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(40001) jest mniejsza czy wieksza od f(40000)+ 300
Wskazéwka: Obie liczby sg w przyblizeniu rowne —329.83, a roznia sie o okoto
6.51-107!4. Nie prébuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 50
/ f— —_—
o 1 50 200
f(x)=— 7:_\/_L<0
4.3/2 22 422

dla z > 40000, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wklesta w przedziale [40000, co).
Zatem wykres funkcji f dla >40000 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkeji f
w punkcie 40000. Poniewaz f’(40000) =1/800, dla = > 40000 zachodzi nieréwnosé

1
f() < £(40000) + ¢ = - (= 40000)
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i w konsekwencji

£(40001) < £(40000) +

Odpowiedz: Warto$¢ f(40001) jest mniejsza od f(40000)+%.

635. Dana jest funkcja f:R — R okreSlona wzorem
f(z) :6-1n<x2—|—1) —5-arctgr .
Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe rzeczywista dodatnia C', ze dla kazdych liczb rzeczy-
wistych x, y zachodzi nieréwnosé
[f(@)=fWI<C-lz—yl.
Rozwigzanie:

Pominawszy trywialny przypadek z =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika rownosé

[f (@)= f W) =lz—=yl-[f()],

gdzie ¢ lezy pomiedzy x i y.
Zatem najmniejsza stata C, z ktorg prawdziwa jest nieréwnos$é¢ podana w tresci zada-
nia, jest rowna kresowi gérnemu zbioru {|f'(x)|: z € R}.
Obliczamy pochodna funkcji f:
12-2—5
!/
r)=——75—"—.

Zauwazmy, ze

=0.

12-2 -5 12-27t—5.272
. / . _ :
Ponadto

) = 12-(x2+1)—2-x-2(12-x—5) _ —12-x2+10-2x—|—12'
(22 +1) (@+1)
Rozwigzujemy réwnanie na zerowanie sie f”:
—12-2°4+10-2z+12=0,
6-2°—5-2—6=0,
5169 5413

Tr= - )

12 12

skad x=3/2 lub x =—2/3.
Wryliczamy wartosci funkcji f’ w miejscach zerowych jej pochodnej:
f'(3/2)=4
oraz

F1(~2/3)=—9.

Stad wynika, ze funkcja f’ przyjmuje najmniejsza i najwiekszg warto$¢ odpowiednio
—91i4, azatem C'=9.

Wyktad 38 - 445 - 26.01.2021 (wtorek)



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

636. Wyznaczy¢ takie liczby rzeczywiste p i A, ze funkcja f okreslona wzorem

i i S I
fla)= z?
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tych wartodci parametréw p i A.
Rozwigzanie:
Sposéb I:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
ePh—p-eh 41
R LI

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz 2%1’, co ma postaé¢ nieoznaczona g dla p=2. Wéwczas

mozemy zastosowaé regute de I’Hospitala.
2h h 2 2h h
e —2-e"+1—Ah® gy 2" —2-e"—2Ah
£(0)=1lim i o .
h—0 h3 3h?
Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’Hospitala.

4e2h —9.eh—24

! T
11(0) = Jimy 6h
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=1. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de I’Hospitala.
82 —2.eh 6
/ =1 _— = — =
11(0)= ’lllir(l) 5 5 1.

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla p=2, A=1 i wéwczas f/'(0) = 1.

Sposob I1:
Ze wzoru Taylora wynika istnienie takiej funkcji gtadkiej g, ze dla kazdego = zachodzi

réwnosé:
2 .3 4

x
e =14+ +—+—+1"g(z).
SRR TR
Woéwezas dla z # 0 mamy:
e’ —p-e*+1
f(l’):T:

2.2 3.3 4,.4 2 3 4
:1+px+%+%+%+p5x5'g(px)—p—px—%—%—%—pﬁ-g(w)—l—l:
22
2-p pP-p (*-p)x (@'-p)r* 5, 5
= x°-g(px)—px’-g(x).

Bty e T TP glpr) —pa’-g(2)
Wobec tego p=2, bo w przeciwnym razie funkcja f ma osobliwos¢ w zerze. Wowczas
722

+322% - g(27) — 22% - g(2) .
Stad A=1 1 wéwczas f'(0) = 1. Prawie za darmo dostajemy takze f”(0)=7/6.

flx)=1+z+ B
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