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Warunki na ekstrema.

Wiemy juz, ze dla funkcji rézniczkowalnej na przedziale otwartym! zerowanie si¢ po-
chodnej w jakim$ punkcie jest warunkiem koniecznym istnienia ekstremum? w tym punk-
cie. Innymi stowy, tam gdzie funkcja ma pochodng rézng od zera, tam nie ma ekstremum.

Zerowanie sie pochodnej nie rozstrzyga jednak, czy i jakie ekstremum ma funkcja.
Odpowiedz na to pytanie mozna uzyskaé na podstawie drugiej pochodnej®. Wzér Taylora
mowi bowiem, ze wielomianem stopnia co najwyzej drugiego najlepiej przyblizajacym
funkcje f w poblizu punktu zy jest wielomian

f(@o)+ f'(w0) - (x—0) +
co w obliczu zalozenia f’(x¢) =0 sprowadza sie do

f// x0) - (x— 20 2
ag o5
Zachowanie sie powyzszego wyrazenia w poblizu zy zalezy od znaku wspotczynnika
przy (x —x0)?, czyli od znaku f”(zg).

Jezeli f"(xo) >0, to funkcja f ma w punkcie zy minimum?.
Jedli zas f"(xg) <0, to funkcja f ma w punkcie xyo maksimum?®.

f"(20) - (x —w0)?
2 )

Natomiast w przypadku f”(z9) =0 do glosu dochodza dalsze pochodne funkcji f.
Rozwazmy wigc przyblizenie funkcji f wielomianem stopnia co najwyzej trzeciego, czyli
") (1 — 10)2 MY (2 —xn)3
f($0)+f/<x0),(x_x0)+f (o) ; 0) +f ( o)é 0) ’
co wobec f'(zg) = f"(x¢) =0 przyjmuje postaé
f/// ) (r— 1 3
o s =
Jezeli f"(x0) #0, to funkcja f nie ma w g ekstremum®.

Gdy jednak f”(x¢)=0, to zabawe mozemy kontynuowaé z pomoca wielomianu stopnia

co najwyzej czwartego
)+ (e o =)+ L0 ol JM) ezl TR ()t

co w przypadku f'(z¢) = f"(xo) = f"(x0) =0 przyjmuje postaé
FO (o) - ( —2o)*
f (o) + 24
Jedli teraz f™(x0) >0, to funkcja f ma w punkcie 2o minimum?.

A jezeli f®(z) <0, to funkcja f ma w punkcie zy maksimum®.

1Czyli na dziedzinie bez dziur i bez koncéw.

2Czyli lokalnego minimum Iub maksimum.

3Zakladamy, ze funkcja ma tyle pochodnych, ile bedziemy chcieli uzy¢.
4Modelowy przyktad: f(x) =z 1:0 =0.

®Modelowy przyklad: f(r)=—22, x9=0.

SModelowe przyktady: f(x) = :l:x , £o=0.

"Modelowy przyktad: f(z)=a2* xo =0.

8Modelowy przyktad: f(x)=—a?, 2o=0.
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I tak dalej...

W rezultacie dla funkcji majacej w punkcie zy tyle pochodnych, ile nam potrzeba,
otrzymujemy nastepujaca procedure rozstrzygania, czy w xg jest ekstremum i jakie:
Niech k bedzie najmniejsza taka liczbg calkowita dodatnia, ze f*)(z4)# 0.
e Jezeli liczba k jest nieparzysta, to f nie ma ekstremum w x.
o Jezeli k jest parzyste oraz f*)(x) >0, to f ma w o minimum.
o Jezeli k jest parzyste oraz f*)(x) <0, to f ma w z, maksimum.

A co bedzie, kiedy dla kazdej liczby naturalnej k zachodzi f*)(z¢) =0, czyli f ma w x
pochodne wszystkich rzedéw réowne 07

MIT: Wtedy funkcja f jest stata, przynajmniej w poblizu xg.

FAKT: Nieprawda. Funkcja f moze si¢ zachowywaé jakkolwiek, na przyktad:

Funkcja f:R — R okreslona wzorem?

e~/ dla z#£0
0 dla =0

wszystkie pochodne rowne 0 i ma w zerze minimum wtasciwe.

fz) =

ma w zerze'Y

Funkcja f:R — R okreslona wzorem
—e Y7 dla x40
fla)=
0 dla =0

ma w zerze wszystkie pochodne réwne 0 i ma w zerze maksimum wtasciwe.

Funkcja f:R — R okreslona wzorem
—e /7 dla <0
flz)= 0 dla =0
e/ dla >0

ma w zerze wszystkie pochodne réwne 0 i jest Scisle rosnaca, a wigc nie ma esktremow.

9Jest to przyklad 6 z wykltadu 35, strona 422.
0Czyli 29 =0.
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Rozne postacie reszty wzoru Taylora.

Dotad poznalismy jedng postaé¢ reszty wzoru Taylora, a mianowicie!!
FOD (2 +t,(z—20))
(n+1)!

Jej zaleta jest to, ze wiedzac co$ o zakresie zmiennosci pochodnej "+ jesteémy w stanie
uzyskaé konkretne oszacowanie wielkosci R, (z), a tym samym oszacowanie btedu, z jakim

funkcja f jest przyblizana przez wielomian w poblizu x.

Wada jest niemoznosé szacowania pochodnych reszty R, (x), gdyz wobec dowolnosci
i potencjalnej chaotycznosci wyboru t, nie mozemy mie¢ nawet pewnosci, ze powyzszy
wzér dajacy R,(x) definiuje funkcje ciagta. Wiec o rézniczkowalnosei i kontrolowaniu
pochodnych nie mamy nawet co marzyc¢.

R, (x)= (2 —20)" T, t. €(0,1).

Chcialoby si¢ jednak napisaé

2 .CL’S .1’4 5175

- x

e —1+x+§+g+ﬂ+ﬁo+... (*)
i uznac¢, ze w miejscu trzech kropek znajduje si¢ cos, co w rachunkach okazuje si¢ mniej
istotne niz jednomiany, ktore powyzej wypisaliSmy. Mniej istotne nie tylko jesli chodzi
o wielko$¢, ale takze pozostaje mniej istotne przy rézniczkowaniu. Wzér Taylora daje
nam wielomian, w ktérym zakodowane sa pochodne funkcji w zy do rzedu n wtacznie.
Chielibysmy takim wielomianem operowaé i uzyskiwaé¢ zakodowane pochodne funkcji

uzyskanych z danej funkcji przez proste operacje.
Na przyktad cheieliby$my do wzoru (%) podstawié¢ x
4 6 48 10

S PR
B 2 6 24 120 77

a nastepnie uznaé, ze mozemy odczytaé z powyzszego wzoru pochodne!? funkeji f(z)=e
w zerze'>. W tym celu trzeba byloby wiedzie¢, ze to, co kryje si¢ pod trzema kropkami
nie bedzie miato wptywu na obliczenia dotyczace pochodnych niskich rzedow.

2 w miejsce x i otrzymaé

22

Poniewaz funkcje, do ktorych chcielibysSmy stosowaé wzor Taylora, zazwyczaj sa gtad-
kie', nie bedziemy sie bawi¢ w $rubowanie zalozen i przyjmiemy, ze funkcja f jest
nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna w otoczeniu'® punktu .

Mozemy wiec odnotowaé, ze R, (x) jest jakas funkcja gtadka o zerowej wartosci i ze-
rowych pochodnych do rzedu n w xg:

R®(ze)=0 dla  k=0,1,2,3,....n.

1 Jest to reszta w postaci Lagrange’a.

12Do rzedu 10 lub 11, bo taki kawalek wielomianu widzimy, w zalezno$ci od tego, czy mamy $wiado-
moé¢é, ze przed trzema kropkami wystepuje niewodoczny jednomian 0-z'!.

13Podanie wzoru na n-ta pochodna funkeji f(z)=e* jest trudnym zadaniem, dlatego zadowolimy sie
pochodnymi w zerze.

14Czyli klasy C°, czyli maja ciaggle pochodne wszystkich rzedéw, przynajmniej w jakimé otoczeniu .

15Czyli jakimé przedziale postaci (xg— 4, zo+6).
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Z pozoru wydaje sie, ze takie stwierdzenie nie zawiera nic szczegdlnie madrego, bo sko-
ro

R, (z) = f(z) = Wy(z),
gdzie W, (x) jest wielomianem'® majacym taka sama warto$¢ w z, i takie same pochodne
do rzedu n w g, to odjecie go od gtadkiej funkcji f spowoduje w oczywisty sposéb wyze-
rowanie wartosci i pochodnych bez popsucia gtadkosci. Jednak mozliwo$¢ umieszczenia

we wzorze funkcji R, (x), ktéra wedle naszego wyczucia powinna byé¢ bez znaczenia,
pozwala bez machania rekami przeprowadzi¢ odpowiednie rachunki'”.

Inna, pokrewna wersja brzmi:

Ry ()= (2 —20)" " - ga(),
gdzie g, jest funkcja gtadka. W tej wersji czynnik (z—x0)" ™! wymusza zerowanie wartosci
i pochodnych w z, a sama postaé reszty z gltadkim czynnikiem g, (z) czyni tatwiejszym
manipulowanie odpowiednimi wzorami.

W tej wersji wzor Taylora mozna sformutowaé nastepujaco:

Niech f bedzie funkcja gtadka w otoczeniu punktu zy. Wéwczas dla
kazdej liczby naturalnej n istnieje taka funkcja g, gtadka w otoczeniu z,
ze dla kazdego x odpowiednio bliskiego!® xy zachodzi réwnoéé

w0 (g
floy= 3o I m)

i— k!

(x—x0) 4 (x—20)" - g () .

Powyzsza wersja zupelnie nie nadaje sie do jakichkolwiek konkretnych szacowan, gdyz
wystepuje w niej funkcja g,, na ktérej wartosci nie mamy zadnego oszacowania. Jednak
jest ona idealna do precyzyjnych rachunkéw uwzgledniajacych wielomian ze wzoru Taylo-
ra oraz kontrolowania sytuacji, w ktérych reszta wzoru Taylora nie wptywa na pochodne
niskich rzedow.

Dziesiejszy wyktad zakoncze przyktadem zastosowania powyzszego wariantu wzoru
Taylora do znajdowania pochodnych wysokiego rzedu w pojedynczym punkcie.

16 Jest to wielomian bedacy czescig wzoru Taylora:

ITW drugim semestrze poznamy szeregi potegowe, co da jeszcze inng teoretyczna podstawe do prze-
prowadzania tego typu rachunkow.

18Sformutowanie ”Dla kazdego x odpowiednio bliskiego zg ...” mozna sformalizowaé jako:
Istnieje takie § >0, ze dla kazdego = € (zg—9, xo+9) ...
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591. Niech f(z)=¢"". Obliczy¢ f020(0).

Rozwigzanie:

Ze wzoru Taylora wynika istnienie takiej funkcji'® gtadkiej g, ze

1010 gk
exzzy—l—x -g(z).

k=0

Wobec tego
, Wwog2k ,

f(x)=¢" :kz—oﬂ_'_x g(a:)

i w konsekwencjiZ”

20200 = d*%
2020 _ 2022 2
: )(x)__1010!+_dxmmo<m 9(«%)) -

Zatem?!
~ 2020!

- 10100

f(2020) (O)

197godnie z przyjetymi wyzej oznaczniami funkcja ta powinna sie nazywaé gio10, ale dla prostoty
zapisu oznacze ja ”gotym” g.
20Poniewaz
1010 op 1009 ka 2020

X X
;_()F:ZWJHON!’

a suma wystepujaca po prawej stronie jest wielomianem stopnia 2018 (a wiec majacym zerowa pochodna
rzedu 2020), 2020-ta pochodna jest pochodna ostatniego skladnika, co wobec wzoru
an
—z" =n!
dx™
daje
2020 1010 o 2020 1009 ok 12020 12020 9090

da2020 L I T 42020 kfoﬁJ’dx?O?O 1010! ~ 1010!

21Wobec réwnosci
d

dx

przez indukcje mozemy udowodnié, ze dla k <n istnieje taka funkcja hy, ze

(2" -h(2)) = 2" (n-h(z) +2- 1 (x))

k
G h(e) =2 ),

a to ma w zerze wartosé zero. Stad wniosek, ze dla gladkiej funkcji h oraz k < n zachodzi

k

d
@) =0,

gdzie przez F(z) rozumiemy F'(a).

r=a
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