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Wzér Taylora.

Rozwazmy funkcje wielomianowa

n
W('T) :an‘xn—i-an,l~x"*1+an,2-x”*2—|—. ..+CL2'.’IZ‘2—|—CL1 - T+ ag :Zai‘x’ .
i=0
Jej pochodna k-tego rzedu réwniez jest wielomianem, a konkretnie

W(k)(m):iai'i'(i_l)'(i_m'---'(i—k+2)'(i—k—{—1)-xik:

=3 a i (i—1)-(i—2)-.. - (i—k+2)-(i—k+1) -2k =3 ik 3 Gik (HR) 5
i=k = (i—k)! i=0 i!

W szczegdlnosci pochodne rzedéw wiekszych! od n s funkcjami statymi réwnymi zero.

Zauwazmy, ze dla 0 <k <n pochodna k-tego rzedu? rozwazanej funkcji wielomianowe;j

w zerze zalezy tylko od wspotezynnika ag, a doktadniej
WH(0)=ay-k!.
To oznacza, ze jeéli dana® jest funkcja, o ktérej wiemy, ze jest wielomianem stopnia
co najwyzej n, ale nie mamy podanych wspoétczynnikéw tego wielomianu, to jesteSmy
w stanie odtworzyé? te wspdtczynniki na podstawie pochodnych funkeji w zerze:

. W(’“)(O)
TR
To oznacza, ze sam wielomian mozemy zapisa¢ w postaci
k=0 k=0
wW"0)-22  W"0)-22 WP 4 w® () -
=W (0)+W'(0)-z+ (2) T4 (6) i 2<4) ’ +...+£,>x,

IDla k> n ostatnia suma ma postaé

. cod
ujemnego .
Z ai+k'(l+k)!.xi
4 1! ’
=0

co wymaga doprecyzowania, ze w sumie

sumowanie obejmuje wszystkie indeksy ¢ spelniajace nieréwnoéci a <i < b. Poniewaz w przypadku a >b
takich 4 nie ma, suma ma 0 sktadnikéw i ma warto$é 0.

2Tutaj po raz pierwszy mamy realng potrzebe skorzystania z umowy, ze funkcja jest swoja pochodng
rzedu 0.

3Dana w tym sensie, ze dla kazdego argumentu jest jako§ okreslona jej wartosé.

4Qczywiscie majac funkcje i wiedzac, ze jest ona wielomianem stopnia co najwyzej n, mozemy tez
odtworzy¢ wspolczynniki na podstawie wartosci funkcji w n+1 punktach, co wymaga rozwiazania ukla-
du n+1 réwnan liniowych z n+1 niewiadomymi. Ale mozna tez sprytniej (wielomian interpolacyjny
Lagrange’a). To jest ciekawe zagadnienie prowadzace do wielomianowych interpolacji funkcji, ale w tej
chwili nie lezy ono w sferze naszych zainteresowan.
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Powyzsze rozwazania mozna powtoérzy¢ wychodzac od wielomianu zapisanego w nie-
typowej formie®

W (2)=an (2—20)" +an_1-(2—20)" " Han_o (x—20)" 4. . Fay-(v—20)*+a1-(x—0)+apg=
=Y a;- (v —x0)".
i=0

Wowcezas zamiast pochodnych w zerze otrzymamy pochodne w punkcie zg, ale poza tym
wszystko sie przeniesie prowadzac do nastepujacego finatu:

- = *) Lo E /
W (z) :l;)ak.(x—xo)k:];)wkf).(x_%) =W (x0)+ W' (x0) - (& — )+
(o) -2(rc—fzfo>2 +W”’(rvo)-6<ﬂv—9:o)3 +W<‘”(aro)2-4 (z—x0)* L +W(”)($0)T;!(x—$o)".

Powyzszy wzér odtwarza wielomian na podstawie jego pochodnych w punkcie zg.

Zastosowanie powyzszej procedury do funkcji nie wymaga, aby byta ona wielomianem.
Wystarczy, aby miata w punkcie zy pochodne az do rzedu n. Tyle tylko, ze jesli nie jest
ona wielomianem, to nie jest rowna wielomianowi, ktéry na podstawie powyzszego wzoru
otrzymujemy.

Jednak wielomian ten najlepiej sposréd wszystkich wielomianéw stopnia co najwyzej n
przybliza rozwazang funkcje w poblizu zy. Jest to tez jedyny wielomian, ktéry w xy ma
takie same pochodne az do rzedu n jak rozwazana funkcja.

Tak wiec dla funkcji f okreslonej w poblizu xy i majacej w punkcie zy pochodne
do rzedu n, mozemy zapisac

n (k) To
)= 3 T (o)t 4 o),
gdzieb "
Ro(e) = 1) = 3 T2 o
k=0 :

Poki co nie ma w tym wiele madrego, bo kazde dwie wielkoéci mozna powigzaé wzorem”,

w ktorym wystepuje blizej nieokreslony sktadnik. Cata zabawa polega wiec na tym,
aby mozliwie najwiecej powiedzieé¢ o tajemniczym sktadniku R, (x).

Otrzymany wzor

fla)= ,;::0 / k(!afo)

nazywamy wzorem Taylora, a samo R, (z) nazywamy reszta® wzoru Taylora.

(= 20)" 4+ Ry ()

5Zakladajacej, ze nie 0, ale =g jest pepkiem éwiata.

6Czasami mozna spotkaé¢ w literaturze w tym miejscu oznaczenie R, zamiast R,,.
"Na przyktad 2-2 =7+ R dla odpowiednio dobranego R.

8Lub doktadniej: n-ta reszta.

Wyktad 36 - 424 - 20.01.2021 ($roda)



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Powyzszy? wzér bedzie kompletnie bezwartosciowy, jesli nie bedzie mu towarzyszy¢
twierdzenie w stylu: Jesli funkcja f jest taka a taka, to R, (z) jest takie i siakie.

Wzér Taylora sktada sie wiec faktycznie z dwoch elementéw:
1° wzoru na wielomian'?, ktéry najlepiej przybliza funkcje,
2° twierdzenia mowigcego, ze przy okreslonych zatozeniach mozemy powiedzie¢ cos cie-
kawego o reszcie wzoru Taylora.

Jedng z popularniejszych postaci reszty wzoru Taylora jest reszta w postaci Lagran-
ge’a:
FUD (o + 1y (2 — o))

(n+1)!

Na pierwszy rzut oka wyglada ona jak n+1-szy skladnik wielomianu wystepujacego
we wzorze Taylora, ale w argumencie f™*1) nie wystepuje punkt zo, ale punkt pomie-
dzy x¢ i x. Zatozenia o funkcji f, jakie sa tu potrzebne, to istnienie n+1-szej pochodnej
funkeji f na przedziale [z, x] lub [z, o]

R,(x)= (2 —20)" t.€(0,1).

Oczywiscie wyrazenie f" V) (zo+t,(z—2¢)) ze wzgledu na dowolno$é ¢, nie daje nam
mozliwosci, aby doktadnie kontrolowaé jego warto$é. Jesli jednak znamy gorne i dolne
oszacowania na n+1-szg pochodng, to tym samym znamy oszacowania na reszte wzoru
Taylora. Wyrazenie to ma w zasadzie walor estetyczny, bo koniec koncoéw w jego miejsce
wstawiamy jaka$ liczbe, o ktérej nie wiemy nic wiecej, niz to, ze zawiera sie miedzy
kresami'! n+1-szej pochodne;j.

Zatem wzér Taylora moéwi, ze dla funkcji f majacej n+1 pochodnych!'? na przedziale
[xg, x| lub [z, x| istnieje takie'® ¢, € (0, 1), ze

& £ (z0) S o+t (x — o))
f(x)—kgokl°($_mo) * (n+1)!

Mniej estetyczna, ale za to méwiaca wprost, o co chodzi, wersja tego wzoru brzmi

nastepujaco: )
P
flz)= an Fo o) (x—x) + ———— (=g
k=0 k! (n+1)!
gdzie w miejsce 7777”7 nalezy wpisa¢ co$ pomiedzy kresem dolnym i kresem goérnym
n+1-szej pochodnej funkcji f na przedziale [z, x] lub [z, o).

n+1

(x—x0)

)n—|—1

)

9Zwyklo sie uzywaé stowa ”"powyzszy” takze wtedy, gdy wystepuje ono na gérze strony i odnosi sie
do wzoru na dole poprzedniej strony. Nie bede naruszal tej tradycji.

10Wz6r ten mamy na dole poprzedniej strony.

HKresami na przedziale [zg, 2] lub [x, z¢].

12Bardzo czesto po prostu zaklada sie, ze f jest klasy C™t!, czyli ma ciagla n+1-sz3 pochodna. For-
malnie jest to zalozenie mocniejsze niz zakladanie tylko istnienia n+1-szej pochodnej, ale w praktyce
rozwazane funkcje sa rézniczkowalne o wiele wiecej razy niz nam potrzeba, czesto maja nawet nieskon-
czenie wiele pochodnych, wiec nie ma sensu rozdziela¢ wlosa na czworo przy srubowaniu zalozen.

13Na ogét pisze sie w tym miejscu gote ¢, bez zadnego indeksu, ale ja chce na kazdym kroku przypo-
minaé oznaczeniami, ze t jest zalezne od x.
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PRzZYKEAD 1: Oszacujemy liczbe /26. W tym celu skorzystamy ze wzoru Taylora dla
funkcji f(x)=+/x, xo =25 oraz n=2.
Wryliczamy kolejne pochodne:

1
F@)=5=
F@) ==
)=
Wobec tego wzér Taylora daje
V26 =25+ (26— 25) - 2_\1/2_5—;-(26—25)2-4_2153/2 +é-(26—25)3-£5/2,

gdzie ¢ € (25, 26). Po uproszczeniu otrzymujemy kolejno

11 1
V26=5+——
0=5%19" 1000 T 16-02

= 1

Poniewaz ¢ > 25, otrzymujemy

1 1
V26=5,099+ 16052 < 5,099+ 1625572 5,099 + 50000 5,0990
Z kolei nieréwnogé ¢ < 26 mozna wykorzystaé¢ na rézne sposoby'4. Jedna z mozliwodci
jest nastepujaca:
P <26/ = /265 = 26 - v/26 < 676 /36 = 676 -6 < 700 - 6 = 4200 < 5000 .

To prowadzi do oszacowania

1 1 1
V26=5,0994 ——F% >5,0994+ ——+— =5,099+ —— =5,0990125 > 5,09901 .
Ut 16-c5/2 Ut 16-5000 + 80000 ’
Wobec tego

5,00901 < v/26 < 5,09902 .

PRzZYKEAD 2: Liczba In3 jest nieco wigksza od 1. Ale o ile wigksza? Sprébujmy ja
oszacowaé stosujac wzér Taylora do f(x)=Inz, xqg=1 oraz n=6.
Kolejne pochodne funkcji f wygladaja nastepujaco:

/ 1 " 1
f({l?):E, f(m):_ﬁv
2 6
f///(l,) E? f(4)($)_—g7
24 120
@)= @)=
720
f”’(x):?

MBo jest kwestia wyboru, jakich szacowan dokonamy, aby uzyskaé¢ zadowalajacy nas kompromis
miedzy doktadnoscia oszacowania a jego prostota.
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Wzor Taylora po uproszczeniu przybiera postaé

SR ol ol Nt L otV ot VGV

2 3 4 ) 6 7
gdzie c lezy pomiedzy 11 z. Dla z =3 otrzymujemy
22 93 2t 95 96 (c—1)T 8 32 32 (c—1)
n3=2-—+- = 4= = S, R I -
" 2 3 45T T R T T
40—60496—160 (c—1)" =84 (c—1)" 28 (c—1)7 —1)7
= ha gl 8 e B ()T g6, (e
15 7 15 7 ) 7 7
Poniewaz ¢ € (1, 3), otrzymujemy oszacowania
128 —28 128 —196+640 444 24 24,5
—5,6<In3<—5,6 = = = =124+—<12 =127,
o A 35 35 3 T3y

Oszacowania te sa bezuzyteczne, gdyz nawet bez wzoru Taylora wiemy, ze 1 <In3 < 2.
To pokazuje, ze wzor Taylora nie da oczekiwanych efektow, jezeli podnoszona do kolej-
nych poteg réznica (z— 1) jest zbyt duzal®.

Duzo poreczniej jest zapisywaé¢ wzor Taylora w zerze'® po odpowiedniej modyfikacji
funkeji, np. zamiast Inz rozwazamy In(1+z).

A oto jak wyglada wzér Taylora w zerze dla kilku wybranych funkcji:

f=1+ +x2+x3+x4+x5+xﬁ+x7+x8+ +xn+R()
e=1l+e+—+——+—+——++5+5+...+— (T
2 6 24 120 6! T 8l n!

2 1’3 $4 .I‘S 6 .777 J}S (_1)n+1 .

xXr
In(l+a)=g——+— " 47 Z 47 v T R
n(l+z)=ux 2+3 4+5 6+7 S—i— + - + R, (x)
. x3_|_ x® x7+x9 SI:11+ +(—1)”-x2"+1+R ()
smr=0——+-———5+———+.. .+ —FT— nt1(T
6 120 7' 9 11! (2n+1)! 2ntl
L O S B 1) (_l)n_xQn
S R S e -
cost=l-ot o w e T . @)
r 2 2% 5.xt 7.5 21-af (=)™t (2n—3)1- 2"
/1 =1+ 4= _ — R,
TS TR T e T 18 T 2s6 d02a T 2l + Ra(2)
2 3 4 n+1 n
3 r x* 5-2° 10-w (=)™t Bn—4)-x
Nir=1+- " 427 R,
TSI T Y TR T a3 37.n) + Bn(2)
4 r 3.2 T-2® 772t (=1)"* (4n—5)1M - 2"
VAT =t T ey T as T aoas T 4n ) +Bn(@)

Pryzpomnijmy, ze
(2n—3)11=1-3-5-7-9-...-(2n—7)-(2n—5) - (2n— 3)
Bn—4)M=2-5-8-11-14-...-(3n—10)-(3n—"T7) - (3n—4)
(An—5)M=3.7-11-15-19-...- (4n—13)-(4n—9) - (4n—5)

15To jest bardzo pobiezny opis zjawiska, a przez to moze byé mylacy. Duzo zalezy tez od rozmiaru
pochodnych funkcji f, ale tym zajmiemy sie w drugim semestrze.
6Cyzyli z £o = 0. Wéwczas czasami nazywa sie go wzorem Maclaurina.
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