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Pochodne wyzszych rzedow.

W podobny sposéb jak uzyskalismy pochodne drugiego i trzeciego rzedu poprzez dwu-
i trzykrotne rézniczkowanie funkcji, mozemy zdefiniowaé¢! pochodng dowolnego rzedu?
naturalnego n jako efekt n-krotnego rézniczkowania funkcji. Przy tym pochodne rzedu
wyzszego niz trzeci lub pochodne o rzedzie, ktéry nie jest konkretna liczbg, zapisujemy
w postaci f. Tak wiec czwarta pochodna funkcji f zapiszemy® jako f®.

Mozemy wiec przyjaé nastepujaca definicje rekurencyjng

f(n+1) — (f(")),

P (8 S

den . dr dxn

W uzupetnieniu do tej definicji przyjmujemy, ze funkcja jest swoja pochodna zerowego
rzedu. Oczywiscie pisanie f(©) zamiast f nie ma praktycznego sensu, ale uzycie zapisu f™
w kontekscie n mogacego przyjmowac wartos¢ 0 bedzie przez nas w przysztosci stosowane.

lub w innym zapisie

Aby dopelni¢ tej definicji, nalezy wyjasni¢ kwestie pochodnych jednostronnych wyso-
kiego rzedu.

Jezeli funkcja f jest okreslona w punkcie xg i bezposrednio na prawo od xg, badz
tez chcemy zignorowadé jej ewentualne wartosci na lewo od xg, to mozemy zdefiniowaé
rekurencyjnie pochodng prawostronng n-tego rzedu* w zo: Do tej definicji uzywamy
pochodnej prawostronnej nizszego rzedu w z:

f("+1)(x3)= lim f(")(w)—ﬂ”)(wo*).

:EHCL'S— T —xo

Analogicznie definiujemy pochodng lewostronng n-tego rzedu®:

f(n+1) (xa> _ xlig:la f(n) (l’l:.];i)n) («TO_) )

Istnienie i rownosé¢ obu pochodnych jednostronnych rzedu n funkcji f w punkcie xg
nie jest warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia pochodnej rzedu n funkcji f
w punkcie xg.

Aby mogta istnie¢ pochodna rzedu n w xg, muszg takze istnie¢ wszystkie pochodne
rzedow nizszych od n w xy (zobacz wyktad 34, str. 397-398).

1To, 7e je sobie zdefiniujemy, nie oznacza jeszcze, ze dla kazdej funkcji beda istnialy.

2Mozemy tez powiedzieé: n-ta pochodna.

3Jesli kto$ bardzo mocno chee zapisaé takie pochodne w notacji prim-bis-ter, to nie zapisujemy tych
pochodnych dodajac kolejne primy, ale imitujac zapis rzymski z malymi literami. Nie napiszemy wigc
" ale fiIv, przy czym zapis taki jest na tyle rzadko stosowany, ze nie ma ustalonych regul co do
ewentualnego stawiania kropki nad ”i”.

4Jezeli ktos nie boi si¢ konfliktu plusa z ewentualnymi indeksami wystepujacymi w oznaczeniu funkcji,
moze stosowaé zapis fin)(xg).

>Tym razem zakladajac, ze funkcja f jest okreélona w punkcie zq i bezposrednio na lewo od zg. By¢
moze jest tez okreslona na prawo od xg, ale chcemy zignorowaé jej wartosci na prawo od xg.
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Jezeli funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna, to jej n-ta pochodna f™ moze byé
nieciagta®. Jednak wowczas funkcja f~1 jest rézniczkowalna, a wiec jest cigglta. Czesto
zaktadajac n-krotng rozniczkowalnosé funkcji doktada sie jeszcze dodatkowe zalozenie,
ze n-ta pochodna jest ciggta.

Zbior funkeji n-krotnie rézniczkowalnych na przedziale” (a, b) i majacych ciagta n-ta
pochodng® oznaczamy przez C™(a, b). Funkcje takie nazywamy funkcjami klasy C™
na przedziale (a, b). Mozemy wiec napisa¢ krotko f € C™(a, b) zamiast opisywaé sto-
wami, ze f ma mie¢ na przedziale (a, b) ciagte pochodne do rzedu n wlacznie. Przez
analogi¢ C(a, b) oznacza® zbior funkeji ciagtych na przedziale (a, b). Z kolei C*(a, b)
oznacza zbiér funkcji majacych pochodne wszystkich rzedéw!'® na przedziale (a, b).

Mozemy tez méwic o funkcjach klasy C™ na przedziale domknigtym?! [a, b] zaktadajac
wowczas, ze na koncach przedziahu istnieja pochodne jednostronne i sg one granicami
odpowiednich pochodnych'?. Stosujemy wéwezas oznaczenie C™([a, b]) lub C™|a, b].

Dla niektorych funkcji jesteSmy w stanie wyobrazié¢ sobie jak wyglada ich wielokrotne
rozniczkowanie i wobec tego mozemy od razu napisa¢ wzor na n-ta pochodna. Czasami
wzér taki mozna znalezé po mniej lub bardziej finezyjnych rozwazaniach. A czasami
podanie wzoru na n-ta pochodng moze nastreczaé¢ spore trudnosci.

Przyjrzyjmy sie roznym tego typu przyktadom.

PRrRzYKEAD 1: Niech funkcja f: R — R bedzie okreslona wzorem

fl@)=e.
Rézniczkowanie funkcji f sprowadza sie do przemnozenia jej przez 5 i to samo dotyczy
kolejnych pochodnych. Mozemy wiec stwierdzi¢, ze

f(")(:c) =5".¢e" .

6 Ale musi mieé¢ wlasnosé Darboux, jesli jest okreslona na przedziale. A to dlatego, ze jest pochodna
funkcji f(*~1, a jak wiemy pochodna ma wtasnoéé Darboux.

"Dopuszczamy a = —o00 oraz b= +00.

8Méwimy czasem, ze funkcje te sa n-krotnie rézniczkowalne w sposéb ciagly.

9Czasami mozna spotkaé¢ oznaczenie C°(a, b).

OFunkcje takie nazywami gtadkimi na przedziale (a, b). Poniewaz z istnienia pochodnej rzedu n
wynika ciaglos¢ pochodnej rzedu n— 1, z istnienia pochodnych wszystkich rzedéw wynika ich cigglosé.

U Ewentualnie domknietym z jednej strony, a otwartym z drugiej.

2Innymi stowy: pochodne jednostronne na koficach zastepuja pochodne i prowadza do funkeji po-
chodnych ciaglych na przedziale domknietym.
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PRrRzZYKEAD 2: Niech funkcja f:R\ {0} — R bedzie okreslona wzorem

fla)="=a"".

Kazdorazowe rézniczkowanie funkcji f lub jej dalekiej pochodnej sprowadza sie do obni-
zenia wyktadnika przy iksie o 1 i przemnozenia catosci przez stary wyktadnik. Po n roz-
niczkowaniach wyktadnik spadnie o n, czyli do —n—1, natomiast wszystkie wyktadniki,
ktére pojawialy sie po drodze (od —1 do —n) trzeba przemnozy¢ przez otrzymana potege
iksa. Wobec tego

£ ) = (1) (-2 (3o ()0 =

PrzYKEAD 3: Niech funkcja f:IR — R bedzie okreslona wzorem
flx)=x-€".
Obliczamy kolejne pochodne:
fll@)=e"+a-e",
f'(x)=2-¢"+x-€",
f"(x)=3-€"+z-€".
To pozwala wysnué hipoteze:
fM(z)=n-e"+z-€.
Hipoteze t¢ dowodzimy indukcyjnie, co w wielkim skrocie wyglada nastepujaco:
1° Dla n =1 sie zgadza.
2° Jezeli n jest taka liczba, ze hipoteza jest prawdziwa, to
fo @)=

d
—dxf(”)(x) == (n-e"+z-e’)=(n+1)-e"+x-e,
wobec czego hipoteza jest prawdziwa dla n+1.

PRzZYKEAD 4: Niech funkcja f:R — R bedzie okre§lona wzorem
f(z)=sin’z.
Obliczamy kolejne pochodne:
f'(r)=2-sinz-cosx,
f"(r)=2-cos’r—2-sin’x,
f"(x)=—8-sinz-cosz,
f@(x)=—-8-cos’x+8-sin’x.

Zauwazamy, ze poczawszy od [/ dwukrotne rézniczkowanie sprowadza sie do przemno-
zenia przez —4.

Wobec tego

(—=1)(»=D/2.2" . sing-cosx  dla n nieparzystych

Fw) =
(—1)/2.2n—1. (sin2 x — cos? :13) dla n parzystych
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Inne rozwigzanie polega na zauwazeniu, ze
f(z)=2-sinz-cosz=sin2z,

wobec czego kolejne rézniczkowania sprowadzaja sie do cyklicznej zmiany funkcji trygo-
nometrycznej (sin, cos, —sin, —cos) oraz przemozenia przez 2. Wobec tego

() (—1)(n=D/2.2n=1.gin2x dla n nieparzystych
€Tr)=

(—1)(n=2/2.9n=1.cos2x dla n parzystych
Dtuzszy, ale czytelniejszy zapis tego samego wyglada nastepujaco:
2r1.sin2z dla n=1(mod 4)

. 271 cos2z dla n=2(mod 4)
Fe) = —2nL.sin2z dla n=3(mod 4)
( )

—2"l.cos2z dla n=0(mod 4

PRzZYKEAD 5: Niech funkcja f: R — R bedzie okreslona wzorem

e~V/7* dla >0
flz)=

0 dla <0
Wéwezas dla kazdej liczby naturalnej n oraz x <0 mamy f™(z) =0, a ponadto
f™(07)=0.

Natomiast dla z > 0 otrzymujemy kolejno
2 2
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215
Nie bedziemy mie¢ ambicji, aby zapisa¢ doktadny wzoér na n-tg pochodng. Wystarczy
zauwazy¢'3, ze

Y

n Wn(l’) —1/22
FO ) = = e

gdzie W,,(x) jest jakim$ wielomianem stopnia 2n — 2. Ta wiedza wystarczy do tego, aby
stosujac regule de I'Hospitala'* wykazaé¢!®, ze dla kazdego n

f™0M=0.

13Co mozna udowodnié indukeyjnie.

14Po podstawieniu z =1/t i zastapieniu zbieznoéci  — 0T rozbieznoécia t — +oc.

BDowéd pomijam, bo w tym momencie najwazniejszy jest sam przyklad funkeji, a nie szczegély
rachunkéw dowodzacych jej wlasnosci.
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Whiosek z tego ptynie nastepujacy:

Funkcja f jest klasy C*°, czyli ma pochodne wszystkich rzedow.

A oto pokrewny przyktad!®:

PRZYKELAD 6: Niech funkcja f:IR — R bedzie okreslona wzorem

i) e/ dla x#0
€Tr) =
0 dla =0

Woéwezas f € O%(R). Ponadto f(x) >0 dla >0, ale f™(0) =0 dla kazdego n € N.
Whiosek:

Funkcja f ma w zerze minimum wtasciwe!”, ale jej wszystkie pochodne
w zerze sg rowne 0.

16To sg wazne przyktady. Warto je zapamietaé, bo bedziemy do nich wracaé, takze w drugim semestrze.
17Czyli z ostra nieréwnoscia.
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