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Druga pochodna funkcji odwrotnej.

Niech f bedzie rézniczkowalng funkcjg monotoniczng na przedziale, o pochodnej réz-
nej od zeral. Woéwcezas f ma funkcje odwrotna, ktora dla przejrzystosci? oznaczefi ozna-
czymy jedng literka: g = f~1.

Przypomnijmy, ze rézniczkujac stronami réwnosé definiujacag funkcje odwrotng

g9(f(x)) ==
mozna otrzymac¢ wzor na pochodng funkcji odwrotnej
g (f(x))-f(x)=1, (1)
, 1

Rézniczkujac stronami réwnosé? (1) mozemy dojsé do wzoru na drugg pochdnag funkeji
odwrotnej
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Oczywiscie w podobny sposob mozna uzyska¢ wzory na pochodne wyzszych rzedow.

Otrzymalidémy wiec wzory na pochodne rzedu pierwszego i drugiego funkcji odwrotne;j:
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PRZYKLAD: Niech f(z)=e®. Wéwcezas funkcja odwrotng jest logarytm naturalny:

g(x) =Inz. Ponadto f'(z)= f"(z)=¢"
Wstawienie tych danych do wzoru na druga pochodng funkcji odwrotnej daje
. e’ 1
g”<€ ) = (€$)3 = (e$>2 *
Po podstawieniu y = e* otrzymujemy dobrze znany wzor
1

i
g (y)=—"
y2

g"(f(z)) =

1Czyli w konsekwencji pochodna ma staly znak: jest caly czas dodatnia albo caly czas ujemna.
2Chodzi o to, zeby primy i bisy nie gryzty sie z 7 —17.
3Réwnie dobrze mozna zrézniczkowaé stronami wzér (2), jesli ktoé tak woli.
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Pochodne jednostronne drugiego rzedu.

Jezeli funkcja f jest okreslona w punkcie xg i bezposrednio na prawo od xg, badz
tez chcemy zignorowaé jej ewentualne wartosci na lewo od xg, to mozemy zdefiniowaé
pochodng prawostronng drugiego rzedu w xy. Do tej definicji uzywamy pochodnej pra-
wostronnej pierwszego rzedu w xg zamiast pochodnej (obustronnej). Wobec tego:

/ o at
f//(xa-) — lim f (33) f (5170) )
T—T T — X
Analogicznie definiujemy pochodng lewostronng drugiego rzedu:

f//(xa>: lim f/(iﬁ)—f/(ivg)

m%xa X —xo

MIT: Jesli funkcja ma w jakim$ punkcie prawostronng druga pochodna i ma
w tym punkcie lewostronng druga pochodng i obie te jednostronne drugie pochodne sa
rowne, to funkcja ma w tym punkcie pochodng drugiego rzedu.

FAKT: Aby wyciggac taki wniosek musimy wiedzie¢, ze w tym punkcie funk-
cja jest rézniczkowalna (czyli ma pochodna pierwszego rzedu). Nieistnienie pierwszej
pochodnej wyklucza istnienie pochodnych wyzszych rzedéw, ale nie jest zadna przeszko-
da dla istnienia jednostronnych pochodnych wyzszych rzedow.

MIT: Jesli funkcja ma w kazdym punkcie dodatnia druga pochodna lub dodatnie

drugie pochodne jednostronne, to jest wypukta.

FAKT: Warunek istnienia i dodatniosci jednostronnych pochodnych drugiego
rzedu jest za staby, aby zapewni¢ wypuktosé.

PRzZYKEAD: Rozwazmy funkcje f:IR — R okreslong wzorem
f(z)=a2*—2|z|.

Wéwcezas

x2—2x dla x>0
f@=1",
z*+2x dla z<0

Stad po zrézniczkowaniu otrzymujemy
) 2¢0—2 dla >0
f'(x)=

2¢+2 dla z<0

Powyzsze wzory dziataja takze dla z =0, ale wowczas daja pochodne jednostronne:
ff(0Yy=-2  oraz  f(07)=2.

Whiosek: skoro pochodne jednostronne w zerze sa rézne, funkcja nie jest tam rézniczko-
walna.
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Kolejne rézniczkowanie pozwala wypisa¢ wzory na pochodng drugiego rzedu

f”( ) 2 dla >0
xTr)=
2 dla z<0

Dla z =0 powyzsze wzory daja

f'(0t)y=2  oraz f(07)=2.
Przestroga: jednostronne pochodne drugiego rzedu w zerze sa rowne, ale poniewaz funkcja
nie ma tam pierwszej pochodnej, to nie ma i drugiej pochodnej.

Bardzo tatwo powiedzieé, ze f”(x)=2 przemykajac nad tym, ze dla =0 istnieja tylko
drugie pochodne jednostronne. To moze prowadzi¢ do wyciggniecia fatszywego wniosku,
ze f jest wypuktla. Nie jest to jednak prawda, co pokazuje wykres funkcji f przedstawiony
na rysunku 1.

v

rys. 1

561. Wyznaczy¢ taki wielomian kwadratowy W (z) o wspétczynnikach rzeczywistych,
ze funkcja f:R — R okreslona wzorem

Wi(x) dla x<0
f(x):{ e(‘” ) dla >0
jest dwukrotnie rézniczkowalna.
Rozwigzanie:
Niech
W(z)=ar*+br+c.

Funkcja f na pewno jest dwukrotnie rézniczkowalna poza zerem, wobec czego zadanie
sprowadza si¢ do wymuszenia dwukrotnej rézniczkowalnosci w zerze.
Poniewaz f(x)=e" dla z >0, otrzymujemy

f(0)=1, f(0f)y=1  oraz  f"(0")=1.
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Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w zerze, muszg zachodzi¢ warunki
e cigglosé w zerze:

lim f(z)=W(0)=1,

z—0~

e rozniczkowalno$é w zerze przy zalozeniu cigglosci:

fO7)=w0)=1,

e istnienie drugiej pochodnej w zerze przy zalozeniu istnienia pierwszej pochodnej:
P07 =W (0)=1.
Poniewaz
W'(x)=2ax+b  oraz W' (x)=2a,

otrzymujemy uktad réwnan

c = 1
b =1
20 = 1

ktory ma rozwigzanie a=1/2, b=1, c=1.

Odpowiedz: Wielomianem spetniajacym warunki zadania jest
2
x
W(x)= 5 Tot 1.

Kolokwium 19.01.2021.

Kolokwium nr 2 odbedzie si¢ we wtorek 19 stycznia 2021 r. w godzinach 12:15-14:00.

Podczas kolokwium nalezy dotaczy¢ do spotkania na kanale wyktadu w MS Teams
i mie¢ wlgczong kamerke oraz wyciszony mikrofon.

Podczas kolokwium nie wolno korzystaé z zadnych pomocy (np. notatek powstatych
przed rozpoczeciem kolokwium, kalkulatora, pomocy innych osob, internetu w zakresie
wykraczajacym poza obstuge techniczna kolokwium).

Czesé T kolokwium (12:15-13:15) bedzie polegata na udzieleniu krétkich odpowiedzi
w quizie na Moodlu (30 punktéw za te cze$¢ kolokwium).

Czesé 11 kolokwium (13:20-14:00) bedzie polegata na zredagowaniu na kartce rozwia-
zan 2 zadan otwartych (po 10 punktéw za zadanie), zeskanowanie/sfotografowanie ich,
a nastepnie przestanie skanéw przez Moodla.

Kolokwium obejmuje material od poczatku semestru do wyktadu 34 i listy 24 wtacz-
nie, czyli do strony 417 wtacznie.
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