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Wypuklosé funkcji i nier6wnos¢ Jensena.

Zbiér na plaszezyznie! nazywamy wypuklym, jezeli wraz z kazdymi dwoma punktami

zawiera odcinek o koncach w tych punktach.

DEFINICJA: Funkcje f okreélong na przedziale? I nazywamy wypukla?, jezeli obszar
nad jej wykresem?* jest zbiorem wypuklym na plaszczyznie. Obszarem tym jest zbior

{(z,y): zel Ay>fl)}.

Nietrudno zauwazy¢, ze specyfika postaci powyzszego zbioru powoduje, ze jego wy-
puktosé jest réwnowazna temu, ze wraz z kazdymi dwoma punktami wykresu funkcji f
zawiera on cieciwe o koncach w tych punktach. Mozemy wiec przeformutowadé definicje
wypuktosci:

DEFINICJA: Funkcje f okre$long na przedziale I nazywamy wypukla, jezeli kazda
cieciwa jej wykresu lezy na lub nad jej wykresem.

Poniewaz cigciwa o koncach (z1, f(x1)) i (w2, f(z2)) sktada si¢ z punktéw postaci
(a-z1+(1—a) a9, a- f(x1)+(1—a)- f(z2)), a€lo, 1]

definicje wypuktosci mozna przepisa¢ uzywajac wzoru, ktory powie, ze powyzszy punkt
lezy nie nizej niz odpowiedni punkt wykresu funkcji f, czyli punkt

(a-x14+(1—a)-xq, fla-z14+(1—a)-xq)).

DEFINICJA: Funkcje f okre$long na przedziale I nazywamy wypukla, jezeli dla kaz-
dych x1, 25 € I oraz kazdej liczby a € [0, 1] zachodzi nieréwnosé

a-f(x1)+(1—a) f(ze) > fla-z1+(1—a)-xq).
Nieco inne oznaczenia® pozwalaja przepisa¢ powyzsza definicje jako:

DEFINICJA: Funkcje f okre$lona na przedziale I nazywamy wypukla, jezeli dla kaz-
dych x1, x5 € I oraz kazdych liczb nieujemnych a; i as spetniajacych warunek a;+as =1
zachodzi nier6wnos¢

ar- f(x1)+ag- f(xe) > flar-z1+az-22).

'Lub w euklidesowej przestrzeni tréjwymiarowej lub nawet w R™.

2Dziedzina funkcji wypuklej sama musi byé wypukta, co w przypadku podzbioru zbioru liczb rzeczy-
wistych oznacza, ze musi by¢ w jednym kawalku (bez dziur), czyli musi by¢ przedzialem. Domknigtym
lub otwartym lub z jednej strony takim, a z drugiej siakim. Ograniczonym lub nieograniczonym.

3W domysle: stabo wypukla.

4Dla wygody przyjmijmy, ze my$limy o obszarze nad wykresem wraz z tym wykresem. Réwnie dobrze
mozna byloby konsekwentnie przyja¢ w definicji, ze my$limy o obszarze nad wykresem (bez samego
wykresu), gdyz wypuklos$é tego obszaru nie zalezy od tego, czy zaliczamy do niego wykres funkcji czy
nie.

SKtére w tym momencie moga wydawaé sie nieco dziwne, ale wkrétce stana sie naturalne i zrozumiale.
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DEFINICJA: Funkcje f okreslong na przedziale I nazywamy $cisle wypukla, jezeli
dla kazdych réznych z1, x5 € I oraz kazdych liczb dodatnich a; i ay spelniajacych warunek
aq +as =1 zachodzi nieréwnosé

ai - f(xl) “+aq - f([EQ) > f(a1 ‘T +as- ZL'Q) .
Innymi stowy: funkcja jest $cisle wypukta, jezeli kazda cieciwa jej wykresu lezy nad wyk-
resem® (jak na rysunku 1).

v

rys. 1

DEFINICJA: Funkcje f okreélong na przedziale I nazywamy wkleslgy’, jezeli dla kaz-
dych xy, x5 € I oraz kazdych liczb nieujemnych a, i ay spetniajacych warunek a; +ao=1
zachodzi nieréwnosé

ar- f(z)+ag- f(x2) < flag-x1+az-x9).

DEeFINICJA: Funkcje f okre$lona na przedziale [ nazywamy $cisle wklesta, jezeli dla
kazdych réznych x1, xo € I oraz kazdych liczb dodatnich a; i as spetniajacych warunek
a1+ as =1 zachodzi nieréwnosé

ar- f(x1)+ag- f(xg) < flar-z1+as ).
Innymi stowy: funkcja jest $cisle wklesta, jezeli kazda cieciwa jej wykresu lezy pod wyk-
resem.

SWyjawszy rzecz jasna punkty konicowe cieciwy, ktére z definicji cieciwy leza na wykresie.
"W domyéle: stabo wklesta.
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Jezeli na wykresie funkcji f wybierzemy trzy rézne punkty, odpowiadajace argumen-
tom xy, 25 1 x3, to tréjkat o wierzchotkach w tych punktach (rys. 2) sktada sie z punktéw
postaci

((11 -X1+as-To2+as-Ts3, ag- f(a:l) +asg- f(afg) +as- f(ﬂ?g)) s

8

gdzie ay, as, az sa liczbami dodatnimi® o sumie 1. Jesli ponadto funkcja jest $cidle

wypukta®, to punkt
(ay-x1+as-xo+as-x3, ar- f(x1)+az- f(xe)+asz- f(x3))
lezy powyzej'? odpowiadajacego mu punktu wykresu
(a1 -x1+az-xo+as-xs, flar-x1+as-v2+a3-x3)) .

To oznacza, ze zachodzi nieréwnosé!'!

ar- f(zy)+ag- f(x2)+as- f(as)> flar-x1+as-v2+as-x3) .

v

rys. 2

Analogiczne nieréwnoéci zachodza, gdy mamy nie trzy, a wiecej punktow. Formalny
dowod mozna przeprowadzi¢ indukcyjnie ze wzgledu na liczbe punktéw, ale ja go pomine.

Otrzymang nieréwnos$¢ nazywamy nierownoscia Jensena. Sformutuje jej cztery wa-
rianty (dla funkcji wypuktej/wklestej w wersji stabej/ostrej).

8Dodatnimi, jedli interesuje nas tylko wnetrze tréjkata. A jesli chodzi nam o tréjkat wraz z brzegiem,
to nieujemnymi.

9YEwentualnie: stabo wypukla.

10W przypadku funkcji stabo wypuklej: nie nizej.

HEwentualnie slaba wersja tej nieréwnoséci, jedli funkcja jest stabo wypukla.
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NIEROWNOSC JENSENA: Niech f bedzie funkcja wypukla na przedziale I. Wowezas
dla kazdych'? zq, 2o, 3, ..., ¥, € I oraz kazdych liczb nieujemnych ai, as, as, ..., a,
spetiajacych warunek

a1 +as+as+...+a,=1

zachodzi nieréwno$é

ar- f(xy)+ag- f(za)+as- f(axs)+...+an- f(xn) > flay-a1+ag-xo+az-xw3+...+a,-x,) .

NIEROWNOSC JENSENA (WERSJA OSTRA): Niech f bedzie funkcja $cisle wypukla
na przedziale I. Wéwezas dla kazdych réznych!® 1, zo, @3, ..., 2, € I oraz kazdych liczb
dodatnich ay, as, as, ..., a, spetniajacych warunek

ar+as+as+...+a,=1

zachodzi nieréwnosé

ar- f(xy)+ag- f(xa)+as- f(as)+...4+an f(xn) > flay-z14+a2-x9+az-x3+...+an-x,).

NIEROWNOSC JENSENA: Niech f bedzie funkcja wklesta na przedziale I. Wowcezas
dla kazdych xq, xo, x3, ..., x, € I oraz kazdych liczb nieujemnych ay, as, as, ..., a, spel-
niajacych warunek

ar+as+as+...+a,=1

zachodzi nieréwno$é

ar- f(xy)+ag- f(za)+as- f(as)+...+an f(x,) < flay-a1+ag-xo+az-xw3+...+a,-x,) .

NIEROWNOSC JENSENA (WERSJA OSTRA): Niech f bedzie funkcja $cisle wklesta
na przedziale I. Wéwcezas dla kazdych réznych xq, xq, 23, ..., x, € I oraz kazdych liczb
dodatnich aq, as, as, ..., a, spetniajacych warunek

ar+as+as+...+a,=1

zachodzi nieréwnosé

ar- f(xy)+ag- f(za)+as- f(as)+...4+an f(z,) < flay-x14+a2-xo+az-x3+...+an-x,).

WYKRES FUNKCJI WYPUKLEJ LEZY NAD STYCZNA: Niech f bedzie funkcja Scisle
wypukta na przedziale I, rézniczkowalng w punkcie zq € I.
Woéwczas dla kazdego 1 € I\ {zo} zachodzi nier6wnosé (rys. 3)

f(@1) > f(20) + (21— 0) - f'(0) -

WERSJA SEABA: Niech f bedzie funkcja wypukta na przedziale I, rézniczkowalna
w punkcie xy € I. Wowcezas dla kazdego xq € I zachodzi nieréwnosé

f(@1) > f(w0) + (21— 0) - f'(20) -

2Formalista dodalby najpierw: ”dla kazdej liczby naturalnej n”.
13Nie musza byé parami rézne, wystarczy, ze nie sa wszystkie jednakowe.
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rys. 3

WYKRES FUNKCJI WKLESLEJ LEZY POD STYCZNA: Niech f bedzie funkcja $cisle
wklesta na przedziale I, rézniczkowalna w punkcie zg € 1.
Woéwezas dla kazdego 1 € I\ {zo} zachodzi nieréwnosé

f(w1) < fwo) + (21 —20) - [ (0) -

WERSJA SEABA: Niech f bedzie funkcja wklesta na przedziale I, rézniczkowalna
w punkcie xg € I. Wowcezas dla kazdego xq € I zachodzi nieréwnosé

f(@1) < f(wo) + (21— 0) - f'(20) -

Funkcja wypukla nie musi byé¢ rézniczkowalna. Na przyktad funkcja f: R — R okre-
slona wzorem f(z)=|z| jest wypukla, ale nie jest rézniczkowalna w zerze.

Jesli jednak funkcja jest rozniczkowalna lub dwukrotnie rézniczkowalna, to wypu-
ktosé/wklestosé daje sie scharakteryzowaé w jezyku pochodnych:

Funkcja f rozniczkowalna na przedziale jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy jej
pochodna f’ jest niemalejaca.

Funkcja f rozniczkowalna na przedziale jest wklesta wtedy i tylko wtedy, gdy jej
pochodna f’ jest nierosngca.

Funkcja f rozniczkowalna na przedziale jest $cisle wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy
jej pochodna f’ jest rosngca.

Funkcja f rézniczkowalna na przedziale jest Scisle wklesta wtedy i tylko wtedy, gdy
jej pochodna f’ jest malejaca.
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Funkcja f dwukrotnie rézniczkowalna na przedziale jest wypukta wtedy i tylko wtedy,
gdy jej druga pochodna f” jest nieujemna.

Funkcja f dwukrotnie rozniczkowalna na przedziale jest wklesta wtedy i tylko wtedy,
gdy jej druga pochodna f” jest niedodatnia.

Funkcja f dwukrotnie rézniczkowalna na przedziale jest Scisle wypukta wtedy i tylko
wtedy, gdy jej druga pochodna f” jest nieujemna oraz nie zeruje sie na zadnym przedziale.

Funkcja f dwukrotnie rézniczkowalna na przedziale jest $cisle wklesta wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy jej druga pochodna f” jest niedodatnia oraz nie zeruje sie na zadnym
przedziale.

* * ok ok T SR S S * ok Xk *
X*

Jako przyktadowy dowdd wykaze Scista wypuktoéé funkeji o dodatniej drugiej pochod-
nej na podstawie wzoru Taylora. Nie jest to sytuacja ograniczajaca, gdyz w praktyce ma-
my do czynienia z funkcjami dwukrotnie rézniczkowalnymi, ktore przedziatami sg Scisle
wypukte/wkleste, poniewaz ich druga pochodna jest przedziatami dodatnia/ujemna.

Zatézmy wiec, ze funkcja f ma dodatnia drugg pochodng w pewnym przedziale i niech
21 oraz T9 bedg réznymi punktami tego przedziatu. Niech aq i as bedg dodatnimi liczbami
rzeczywistymi o sumie 1. Przyjmijmy
To—=—ay '$1+Cl2'l‘2 .

Wowecezas na podstawie wzoru Taylora otrzymujemy

Fla1) = flxo)+ (z1—20) - f' (o) + (21— 0)*- f”(I20+tml (21— 20))

Fx2) = flxo) + (22— m0) - f'(20) + (w3 —w0)*- f”(x20+tw2 (r2=20))

co po przemnozeniu odpowiednio przez a, i as, a nastepnie dodaniu stronami daje:

ar- f(w1) +ag- f(xe) = a1~ f(xo) +az- f(zo)+ar- (w1 —x0) - f'(20) +az- (22 —0) - f'(w0)+

tay- (21 —xo)Q'f”(xzo"‘tm(xl — o)) Fay- (2 _$0)2‘f”($20+7512($2 — 7)) .

Po uwzglednieniu réwnoéci a; +as =1 oraz'4

oraz

al-(xl—x0)+a2-(x2—m0)20
otrzymujemy
ar - f(z1) +az- f(x2) = f(z0)+
(21— 20)* " (w0 + tay (21 — T0)) (2 —@0)* " (w0 + ta, (22 — T0))

‘|—CL1' 9 +(l2' B s

4 To wynika z 2o = a1 -1+ as - Ta.
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skad wobec dodatnio$ci dwoch ostatnich sktadnikéw otrzymujemy nieréwnosé wystepu-
jaca w warunku Scistej wypuktosci:

ai - f(l’l) +ao- f(l’g) > f(l’o) = f(CLl ‘X1t a9 '1’2) .

Jeszcze prosciej dowodzimy, ze wykres funkcji $cisle wypuktej lezy nad styczna do wy-
kresu. Wzér Taylora mowi bowiem

fla1) = f(zo) + (21— m0) - f'(20) +
skad wobec dodatniosci ostatniego sktadnika

f(x1) > fwo) + (21 —20) - [ (20)

(21 —20)* f" (20 +ta, (21— 0))
2 b

dla x # x.

x k0 ok ok S SR S x ok Xk *
*

PRzZYKEAD 1: Niech f(z)=Inz dla x > 0. Wéwczas

1
1" o
wiec funkcja f jest wklesta. Zatem nieréwnos$é Jensena zastosowana do liczb dodatnich
x1, Ta, T3, ..., T, oraz wspolezynnikow a; =as =az3=...=a, =1/n daje
f<x1+w2+x3+---+xn> o Sle) + fxo) + flas) +. 4 f(2n)
n n 7

czyli
nml—l—x2+a§3+...+xn S Inz; +1nxy +Inzs+ ... +Inz,

=z
n n

1

Po przeksztalceniu otrzymujemy kolejno nieréwnosci réwnowazne:

ri+xotast...+x, In(x;-xe-x3-...02,)
In > ,
n n
T1+To+2T3+...+2
In-t 2 s n}ln{"‘/ml-xQ-xg-...-xn,
n
r1t+rot+xr3+...+x
! 2 7’? n}{L/iCl'ZCQ'Q?g‘...'CEn,

a to jest znana nam nieréwnos¢ miedzy srednig arytmetyczna i geometryczna.

PRzZYKEAD 2: Niech f(z)=1/z dla z>0. Wowczas

2
" o
wiec funkcja f jest wypukta. Zatem nieréwnos¢ Jensena zastosowana do liczb dodatnich
x1, T3, T3, ..., T, oraz wspotezynnikow a; =as =az=...=a, =1/n daje
s <x1 +x2+x3+...—|—xn> o flz)+ fza)+ f(xs)+...+ fxn)
X 9
n n
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czyli

1,1, 1 1
1 <I1+x2+x3+...+xn
zitzotazt..4xy S :
n

Po odwroéceniu stronami otrzymujemy nier6wnos¢ rownowazna.:

T1+To+T3+...+2, 1
> 1,1 1 1

n

n
ktora jest nierownoscig miedzy Srednig arytmetyczng i harmoniczng.
PRZYKEAD 3: Niech f(z)=2? dla z>0. Wowczas
f"(x)=2>0,
wiec funkcja f jest wypukta. Zatem nieréwnosé Jensena zastosowana do liczb nieujem-
nych xy, 9, x3, ..., T, oraz wspélczynnikow a; =as =a3=...=a, =1/n daje

f(x1+xz+x3+..-+xn)<f(fcl)+f($2)+f(xs)+-~+f($n)
n = n

?

czyli

(x1+x2+.r3—l—...+xn>2 < e i S S e
n n

Po spierwiastkowaniu stronami otrzymujemy nierownos¢ rownowazna:

=X )

T1+Tot+T3+.. T, <J1ﬁ—|—x%+x§+...+x%

n n

ktéra jest nieréwnogcig miedzy érednig arytmetyczng i kwadratowg!s.

Punkty przegiecia.

Punktem przegiecia wykresu'¢ funkcji nazywamy punkt, w ktérym wykres zmienia
swoja Scista wypuktosé. Oznacza to, ze po jednej stronie tego punktu funkcja jest $cisle
wypukla (choéby w malym otoczeniu), a po drugiej $cisle wklesta.

Jezeli funkcja jest dwukrotnie rézniczkowalna, to punkt przegiecia funkcji jest punk-
tem, w ktorym jej druga pochodna zmienia znak.

Jezeli funkcja jest rozniczkowalna, to punkt przegiecia funkeji jest punktem, w ktorym
jej pochodna zmienia monotonicznosé, czyli jest rosnaca po jednej stronie, a malejaca
po drugiej.

Styczna do wykresu w punkcie przegiecia przecina ten wykres.

MODELOWY PRZYKEAD: Funkcja f okreslona wzorem f(z)=z® ma punkt przegic-

cia w punkcie 0 (czyli punkt (0, 0) jest punktem przegiecia krzywej bedacej wykresem
funkcji).

15Ta nieréwnosé zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych 1, a2, 23, ..., Zn, niekoniecznie nieujem-
nych, mamy bowiem
T1+Totas+... 4z, |xiF+rotas+.. 4+, r24ai+al+.. 422
< <
n n n
ale dla ujemnych liczb nie mozna nazywaé¢ prawej strony nieréwnoéci érednig kwadratows.

16Czesto dla uproszczenia méwi sie o punkcie przegiecia funkcji.

9
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