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Pochodna drugiego rzedu.

Operacja roézniczkowania przypisuje funkcji f jej pochodng f’. Jezeli dziedzina po-
chodnej nie jest zbyt zdegenerowana!, mozemy do pochodnej ponownie zastosowaé ope-
racje rozniczkowania otrzymujac pochodna pochodnej funkeji f. Tak otrzymang funkcje
nazywamy drugg pochodng lub pochodng drugiego rzedu funkeji f i oznaczamy przez f”.
Taka zabawe mozna kontynuowaé¢ dalej rézniczkujac funkcje f” i otrzymujac trzecia
pochodng? f".

Mozemy wiec napisaé

(FY=1" oz (f7)=f"
(A1) P f(2) _ & f(2) d <d2f<m>) P

dx dx oraz dx dz? da3

(dr)? —  da? dx

Na przyktad dla funkcji f okreslonej wzorem f(z) =z mamy

f'(z) =1027, f"(z) =902® oraz f"(x) =7202".

lub

Dzi$ skupimy sie na pochodnej rzedu drugiego, a pochodnymi wyzszych rzedéw syste-
matycznie zajmiemy sie p6zniej. A konkretnie zainteresuje nas, jakie informacje o funkcji
mozna uzyskaé¢ na podstawie jej drugiej pochodnej.

Najpierw przypomnijmy, co mozna o funkcji wyczyta¢ z pierwszej pochodnej. Klu-
czowa wlasnosé jest taka: Jesli f/ jest dodatnia®, to f jest rosnaca’.

W szczegdlnodci z warunkéw®

h(xzg)=0  oraz v h'(x)>0
z€(x0,b)
wynika
h(xz)>0.
z€(z0,b) ( )

Podobnie z warunkow®
h(zg)=0  oraz v W(z)>0

x€(a,xo)

!Formalnie rzecz biorac, to rézniczkowaé mozemy nawet funkcje, ktéra w zadnym punkcie nie jest
rozniczkowalna — po prostu jej pochodna jest funkcja o pustej dziedzinie i owa pochodna ma kolejna
pochodng o pustej dziedzinie. Jednak chodzi nam tutaj nie o formalistyczne niuanse, a o rézniczkowanie,
ktére prowadzi do czego$ interesujacego.

2Przypominam, ze f' czytamy jako ”ef prim”. Z kolei f” czytamy jako ”ef bis”, a f"’ jako ”ef ter”.

3Dla plynnosci sformulowan pisze to tak, jakby byly nieréwnoéci ostre, ale mozna to konsekwentnie
zastapi¢ stabymi.

40czywicie trzeba zalozyé, ze f jest okreslona na przedziale, czyli dziedzinie bez dziur. Takie zalo-
zenie przyjmuje caly czas na dzisiejszym wyktadzie, ale go nie przypominam na kazdym kroku, aby nie
utopi¢ gltownej idei w formalizmach.

5Znowu: Nie chce utonaé w formalizmach, wiec zaktadam, ze h jest okreélona i rézniczkowalna wsze-
dzie tam, gdzie to wynika z kontekstu. W szczegodlnosci zakladam, ze h jest rozniczkowalna na przedzia-
le (a, b), a punkt zy nalezy do tego przedzialu. Zmienitem tez literke oznaczajaca rozwazana funkcje
z f na h, gdyz takie oznaczenie bedzie za chwile wygodniejsze.

6Jest jeszcze lustrzane odbicie tych nieréwnosci, gdzie h’ jest ujemna, ale pomine ich wyrazne
formulowanie.
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wynika”
vV h(z)<0.
z€(a,z0)
To samo mozemy przepisaé w postaci uzywajacej dwoch funkeji f i g, gdzie f ma
wieksza pochodng niz g, wiec f rosnie szybciej niz g. Ponizsze wnioski uzyskujemy wpro-
wadzajac funkcje pomocniczg h= f — g i do niej stosujac wnioski sformutowane powyzej.

7 warunkow

f(xo) = g(x0) oraz xe(yo ) f(x)>d'(z)
wynika
f(z)>g(z),
z€(x0,b)
a z warunkow
fa) =g oz Y [@)>4()

wynika®
v o flz)<g(z).
z€(a,zo)
Stosujac dwukrotnie powyzsze wnioski do pary funkcji o réwnych wartosciach oraz
rownych pochodnych w zq, ale r6zniacych si¢ drugg pochodng, mozemy napisa¢ co na-
stepuje:

7 warunkow

f(xzo) =g(x0), f'(xo)=g'(xg)  oraz %(\ZO ) () > 4" (x)
wynika’
f(zo) =g(xo)  oraz we(\zo ) f(x)>g'(v),

a stad wynika!?
v flz)>g(@).

z€(xo0,b)

"Zauwaz, ze na lewo od zo ulegt zmianie kierunek nieréwnoéci: h(x) < 0.
8Znowu: na lewo od g ulegt zmianie kierunek nieréwnoéci: f(z) < g(x). To odpowiada nastepujacej
sytuacji komunikacyjnej: Jesli w pewnej chwili dwa samochody jada obok siebie, to ten, ktory jedzie
szybciej, chwile temu byl z tylu za samochodem wolniejszym.
9Bo z warunkéw
fa)=g@) oz v f@)>g"()
z€(x0,b)
wynika

v o f@)>g ().

z€(z0,b)

0Tnterpretacja komunikacyjna: Dwa samochody jada obok siebie z taka sama predkoécig chwilows.
Za chwile z przodu bedzie ten samochdd, ktérego kierowca mocniej naciska pedal gazu (intuicyjnie
oczywiste). Ale wymagajaca zastanowienia nieréwnosé, ktéra za chwile sie pojawi, méwi: przed chwila
z przodu rowniez byt ten samochoéd, ktoérego kierowca mocniej naciska pedalt gazu.
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Analogicznie z warunkéw

f(@o) =g(x0), f'(z0) =g (x0) oraz xe(yzo) f'(z)>g"(x)
wynika
fla)=ge) oz v f)<gla).

a stad wynika'!
v o fla)>g(z).

z€(a,zo

Inne spojrzenie na twierdzenie Lagrange’a.

Twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej udowodnitem poprzez dowdd twierdze-
nia Rolle’a, ktore jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia Lagrange’a. Wykorzystujac
podobne argumenty'? pokazalem jak mozna wykazaé, ze pochodna ma wtasnoéé Darbo-
ux, czyli miedzy kazdymi dwoma warto$ciami przyjmuje wszystkie wartosci posrednie.
Konsekwencja wtasnosci Darboux jest przyjmowanie przez funkcje wszystkich wartosci
pomiedzy kresem dolnym i kresem gérnym.

Niech wiec f bedzie funkcja, ktorej pochodna ma kres dolny m i kres gérny M.
Wprowadzmy funkcje!?

g(x)=f(xo)+(x—x0)-m  oraz  h(x)= f(xo)+(x—z0) M.
Woéwezas
9(wo) = f(xo) = h(wg)  oraz v o gl(e) < [fz) <W(z),

z€(z0,b)
skad wynika

9(x) < f(x) <h(z),

z€(xo,b)

czyli
Vo flzo)+(x—x0) m< f(z) < f(zo)+(x—20)- M.

z€(xo,b)

Analogicznie z warunkéw

9(zo) = f(x0) = h(zo) oraz G(Yx : q(z) < f'(z) <h(x)
wynika
z€(a,xo) g(w) > f<x) > h(x) ’

U Tym razem ostateczny kierunek nieréwnoéci sie zachowal, bo po drodze dwukrotnie zmienil sie
na przeciwny. Jesli wiec dwa samochody jada obok siebie z taka samg predkosciag chwilowa, to samochdd,
ktérego kierowca mocniej naciska pedat gazu, przed chwila jechal wolniej od drugiego samochodu, ale byt
z przodu.

127erowanie pochodnej funkcji rézniczkowalnej w punkcie ekstremalnym.

BInterpretacja komunikacyjna: Niech f bedzie samochodem, ktérego predkosé caly czas miesci sie
w zakresie od m do M. Wyobrazmy sobie dwa samochody, ktore w chwili zg znajdowaly sie w tym samym
miejscu, co samochdd f. Jeden z tych samochodéw, nazwany g, porusza sie ze stata predkoscia m. Drugi
samochod, nazwany h, porusza si¢ ze stala predkodcia M. Jesli wszystkie trzy samochody w chwili xg
znajdowaly sie w tym samym miejscu, to w przysztosci najbardziej z przodu znajdzie sie samochéd
najszybszy, a w przesztosci najbardziej z przodu byl samochéd najwolniejszy.
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czyli
vV fzo)+(z—x0)-m=> f(x) > f(wo)+ (2 —20)-M .

z€(a,xo)

W kazdym z tych dwéch przypadkow
f(x)= f(xo)+ (x—x0) - (co$ pomiedzy m i M).

Poniewaz pochodna ma wlasnos¢ Darboux, w zwiazku z czym przyjmuje wszystkie
wartosci pomiedzy m i M, to tajemnicze ”cos pomiedzy m i M” jest wartoscig pochodnej
w jakim$ punkcie, co prowadzi'* do

f(@) = f(zo) +(x—z0) f'(20+ta(x—20))
dla pewnego t, € (0, 1).

To, co przed chwilg zrobiliémy na poziomie pierwszej pochodnej, mozemy zrobi¢ na
poziomie pochodnej rzedu drugiego. Niech wiec teraz f bedzie funkcja, ktoérej druga
pochodna ma kres dolny m i kres gorny M.

Wprowadzmy funkcje

9(x) = f(xo) + (x — o) - f'(20) + (@ —20)"-m

oraz ’ 2 ap
ha) = (o) + e —20)- o)+ 2L
Woéwezas z warunkow'®
g(x0) = f(z0) =h(xo), ¢'(x0)=f"(x0)=h'(x9)  oraz xeg ) 9" () < f(x) <P (x)
wynika
g(z) < f(x) <h(x),
z€(xo,b)
a z warunkow
g(wo) = f(x0) =h(x0), ¢'(x0)=f"(w0) =" (20) oraz xe(ym ) 9" (2) < f"(z) <A (z)

wynika

v g(@) < [f(z)<h(z).

x€(a,xo)
Tak czy owak dla kazdego x zachodza nieréwnosci
g9(x) < f(x) <h(z),

czyli
xr—19)%m
Flao) (o~ z0)- () + L0

(x—xO)Q-M‘

< J @) < F o)+ (2 —0) ) +

14Gwiadomie popelniam tu drobne oszustwo, bo nie precyzuje zbioru, na ktérym m i M sa kre-
sami pochodnej. To mozna doprecyzowaé, ale kosztem skomplikowania oznaczen. Poniewaz bardziej
zalezy mi na przekazaniu intuicji niz wypelnieniu technicznych detali dowodu, pozostawiam tu pewne
niedopowiedzenia.

15Zauwazmy, ze g i h sa wielomianami stopnia co najwyzej drugiego, a przy tym ¢”(z)=mih" (z)=M
sg funkcjami stalymi.

Wyktad 32 - 385 - 7.01.2021 (czwartek)



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

W konsekwencji
F@)=fzo)+ (x—x0) - f'(x0) + (x—x0)?- (co$ p;)migdzy miM)

Poniewaz f” ma wlasnos¢ Darboux, przyjmuje ona wszystkie warto$ci pomiedzy m i M,
wobec czego

(z—20)*- f" (w0 +1ts(x —20))
2

f@) = f(xo)+ (x—z0) f'(x0) +
dla pewnego t, € (0, 1).

Otrzymalidmy wzor, ktory jest podobny do twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej,
tylko uzywa drugiej pochodnej zamiast pierwszej. Jest to szczegdlny przypadek wzoru
Taylora, ktory w catej ogélnosci poznamy wkrotce.

Wzér ten zachodzi przy zatozeniu, ze funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna.

Wzér Taylora!®:

f(@)=f(zo)+(x—m0) f'(20)+

+(x_$0)2.f”(x20+tx(x—llio)) t.€(0,1)

Jako przyktad zastosowania wzoru Taylora oszacujemy liczbe 1/79.
W tym celu przyjmijmy f(x)=+/z oraz xy=81. Liczbe xy wybieramy tak, aby byla
nie za daleko od 79 i aby funkcja f oraz jej pochodne dawaly w zy wymierne wartosci.

Poniewaz 1

oraz f”(x) = —m s

f@=5-=

po podstawieniu z =79 wzér Taylora przyjmuje postac

1 1 1
V79 =+/81 —81) ——— —81)2%. = ——
79 81+ (79—281) 2.\/8_1+(79 81) 5 ( 4'03/2>,

6 Formalny kontekst tego wzoru jest nastepujacy: Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale [z, o] albo
[0, ] 1 dwukrotnie rézniczkowalna w (z, zg) albo (zg, x) to istnieje takie ¢, € (0, 1), czyli w praktyce
takie c=xg+1t,(x —x0) pomiedzy x¢ i x, ze ma miejsce podana réwnosé.

O praktycznym wykorzystaniu tego wzoru nalezy mys$le¢ nastepujaco: Dana jest funkcja f i taki
punkt xg, ze tatwo umiemy wyliczyé f(zg) oraz f'(xg), a ponadto wiemy co nieco o zachowaniu f”
w poblizu xg. Wéowcezas mozemy oszacowaé wartoséci funkcji f w poblizu punktu xg.

Komunikacyjnie: Jesli znamy doktadne polozenie samochodu w pewnej chwili i znamy dokladnie
jego predkos$é chwilowa w tym samym momencie, a ponadto wiemy mniej wiecej jak mocno kierowca
naciska pedal gazu, to w przyblizeniu znamy potozenie samochodu w chwilach bliskich do rozwazanej.
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gdzie c € (79, 81). Po uproszczeniu otrzymujemy kolejno

1 1 1

2-9 2
1 1
\/79:9—§—72.03/2,
1

7 nieréwnosci 79 < ¢ < 81 wynika 8 < /c <9, skad 512 < ¢3/2 <729 i dalej po oszacowaniu

przez okragte liczby
1000 < 2-¢** < 2000.

Wobec tego
1
8,887(8)=8,(8)— 1000 <V79<8,(8)— 2000~ 8,8883(8),
skad otrzymujemy przyblizenie z doktadno$cia do 3 miejsc po przecinku:
V79~ 8,888.
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