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Regula de ’Hospitala.

Rozwazmy taka hipotetyczna sytuacje komunikacyjna. Jeden samochdd pokonat trase
z Wroctawia do Opola (100 km) w ciagu godziny. Drugi samochdd w czasie tej samej
godziny! pokonat trase z Wroctawia do Brzegu (50 km). Woéwczas Srednie predkosci
samochodéw wynosza odpowiednio 100 km/h i 50 km/h. Jak juz wiemy (twierdzenie
Lagrange’a) istnial moment, w ktérym pierwszy samochéd miat predkosé 100 km/h.
I istnial moment, w ktérym drugi samochdéd miat predkosé 50 km/h. Ale to nie musiat
by¢ ten sam moment. Jednak musial istnie¢ moment, w ktéorym pierwszy samochod
poruszal sie doktadnie dwa razy szybciej niz drugi.

Matematyczne twierdzenie odpowiadajace powyzszej sytuacji brzmi nastepujaco:

TWIERDZENIE CAUCHY'EGO: Niech f i g beda funkcjami ciagtymi na przedziale do-
mknietym [a, b], rézniczkowalnymi wewnatrz tego przedziatu, czyli na przedziale otwar-
tym (a, b). Wowczas istnieje taki punkt c € (a, b), ze

f(e)-(g(b)—g(a)) =g'(c)- (f(b) = f(a)) ,
co przy dodatkowym zalozeniu? g(a) # g(b) mozna zapisa¢ w przyjemniejszej formie:
f'(e) _ f(b)—f(a)
g'(c)  g(b)—gla)

Dowad:
Rozwazmy funkcje pomocniczg
h(z) = f(x)-(9(b) —g(a)) —g(z)- (f(b) — f(a)) .
Woéwezas funkcja h jest ciagla na przedziale [a, b], r6zniczkowalna na (a, b), a ponadto
h(a) = f(a)-(9(b) —g(a)) —g(a)- (f(b) — f(a)) = f(a)-g(b) — g(a)- f(b)
h(b) = f(b)-(g(b) —g(a)) = g(b)- (f (b) = f(a)) = = f(b)-g(a) +-g(b) - f(a),
skad wynika h(a)=h(b). Zatem funkcja h spehia zatozenia twierdzenia Rolle’a, wobec
czego istnieje takie ¢ € (a, b), ze h'(c) =0. Poniewaz
W(z)=f'(z)-(9(b) —g(a)) —g'(z)- (f(b) = f(a)) ,
otrzymujemy
0="n'(c)=f'(c)-(g(b) —g(a)) —g'(c)- (f(b) = f(a)) ,

co konczy dowdd twiedzenia Cauchy’ego.

1Czyli oba samochody w tym samym momencie wystartowaty z Wroctawia i w tym samym czasie
osiagnely swoje miasta docelowe. Podkreslmy, ze samochody moga rozpoczaé podréz z dodatnia pred-
koscia. Za poczatek podrozy uznajemy miniecie granic miasta Wroclawia, co oba samochody uczynity
jednoczesnie, ale zdazyly sie juz rozpedzié. Analogiczna uwaga dotyczy osiggniecia miast docelowych.

2Nie jest to zalozenie ograniczajace, gdyz w przypadku g(a) = g(b) podany wzér przybiera postaé

0=g'(c)- (f(b)— f(a))
i wynika bezposrednio z twierdzenia Rolle’a zastosowanego do funkcji g na przedziale [a, b], ktére to twier-

dzenie daje ¢’(c) =0 dla pewnego c € (a, b). Wéwczas funkcja f zajmuje miejsce na widowni i przyglada
sie biernie twierdzeniu Cauchy’ego, sama nie biorac w nim udziatu.
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Waznym wnioskiem z twierdzenia Cauchy’ego jest reguta de I’'Hospitala, ktora pozwala
na sprawne obliczanie granic ilorazow funkcji prowadzacych do wyrazen nieoznaczonych.

REGULA DE L’HOSPITALA® (WERSJA PODSTAWOWA ):
Niech funkcje f i g bedg rézniczkowalne na zbiorze®

(xo—0, zo+0) \ {x0} = (2o — 9, x0) U(z0, xo+9),
a ponadto niech ¢’ nie przyjmuje wartosci 0 oraz
lim f(z)= lim g(z)=0.
T—x0

T—T0

Jezeli istnieje granica (lub granica niewtadciwa 400)
/

T

i £ ()

w0 g'(x)

to istnieje rowniez granica (by¢ moze niewtasciwa)
(=)

1m
% g(x)

Y

1 granice te sa rowne.

Innymi stowy, po sprawdzeniu zalozenn mozemy napisaé®

lim f(x) = lim f(@)

hogla) T g(x)

czyli zastapi¢ granice ilorazu funkcji granica ilorazu ich pochodnych.

Y

Dowdd powyzszego twierdzenia opiera sie na twierdzeniu Cauchy’ego. Skoro
lim f(z)= wli_)rggg(m) =0.

T—To
to mozemy przyjac, ze f i g sa ciagle na przedziale (xo—d, ¥o+4), w razie potrzeby®
definiujac

f(@o) =g(20) =0.
Wowcezas na mocy twierdzenia Cauchy’ego dla kazdego x € (z9—0, zo+0)\{zo} istnieje
takie t, € (0, 1), ze

f/(x0+t$(x_x0)) _ f _ ) (*)

g(xo+t(z—10)) g
!/
Oznaczajac h(z)=zo+t,(v—x0) oraz Q(z) = f/(( ;, mamy h(x)— xy przy T — xg, wobec
x
czego g
/
Jing QUh(2) = Jim, Q) = Jimg T2

3Czytamy: de lopitala.

4Funkcje moga by¢ rézniczkowalne tylko na przedziale (zg—d, zg) lub tylko na przedziale (xq, zo+9),
ale wtedy trzeba wszedzie mowi¢ o granicach jednostronnych w xg.

5Biorac sobie do serca Ostrzezenie 2.

6Gdyby sie okazalo, ze f i ¢ nie sa okre$lone w xy albo przyjmuja tam jakies ksiezycowe wartosci.
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Zatem lewa strona réwnosci (%) réwna Q(h(z)) dazy do
- f(x)
lim
=30 g'(x)
przy x — o, wobec czego prawa strona dazy do tej samej granicy (lub granicy niewta-
Sciwej +00), czyli
o T@ ()

m —- = lim .
r—xQ g(x) T—T0 g/(x)

Okazuje sie jednak, ze reguta de I’'Hospitala moze by¢ stosowana w nieco szerszym
zakresie niz to sformutowatem i udowodnitem przed chwilg. Po pierwsze, mozemy ja
stosowaé takze do wyrazen nieoznaczonych postaci i%, a nie tylko %. Po drugie, sam
punkt graniczny xy moze by¢ foo.

Dowody tych uogoélnien pomijam.

Ostrzezenie 1: Jedli iloraz nie prowadzi w granicy do wyrazenia nieoznaczo-
nego, to reguty de I’'Hospitala stosowa¢ nie wolno! Na przyktad zastosowanie reguty

de ’'Hospitala do granicy
2r+3 3

9:11%5x+7_?

daje falszywy wynik

Dlatego sprawdzenie, ze w istocie mamy do czynienia z wyrazeniem nieoznaczonym, jest
integralng czesciag wykonania procedury opisanej w regule de I’Hospitala.

Ostrzezenie 2: Reguta de I'Hospitala nie zamienia granicy na granice réwnowaz-
na, a mianowicie granica ilorazu pochodnych moze nie istnie¢ pomimo ze istnieje granica

ilorazu samych funkcji. Na przyktad zastosowanie regulty de ’'Hospitala do granicy
r+2%-sint 1

limQ =liml+z-sin—=1

z—0 T z—0 X

prowadzi do granicy

1+2z-sint —cosl 1 1

HEresing T eos, :lir%1+2x-sin——Cos—:1+0—???,
T— T T

lim
x—0 1
ktora nie istnieje.

Jesli wige zastosowanie reguty de 1’Hospitala prowadzi nas do granicy, ktora nie ist-
nieje, to wniosek z przeprowadzonego rachunku jest zaden i trzeba wszystko zaczynaé
od nowa. Jesli natomiast reguta de I'Hospitala prowadzi do granicy skonczonej lub gra-
nicy niewladciwej 00, to wszystko jest w porzadku i wyjéciowa granica istnieje” i jest
rowna tyle, ile nam wyszto po zastosowaniu reguty de 'Hospitala.

"Byé¢ moze jako granica niewlagciwa Foo.
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UwAGA: Prosta konsekwencja reguty de 1'Hospitala jest nastepujace twierdzenie:
Niech f bedzie funkcja ciagla na przedziale (zo— 4, zo+9) i rézniczkowalng na zbiorze®
(xo—0, xo+0) \{zo} = (o — 9, xo) U (z0, o +0) .

Jezeli istnieje granica pochodnej w xg:

lim /().

T—X0

to funkcja f jest rozniczkowana w xg i przy tym

/! . !/
f'(xo) = lim f'(x).
Prawdziwoéé powyzszego twierdzenia wynika z zastosowania reguty de 1'Hospitala’
do definicji pochodnej:

f'(zo) = lim Md’:H lim M: lim f'(x).

r—x0 T — T r—xTQ 1 r—xTQ

A na zakonczenie dzisiejszego wyktadu kilka przyktadow zastosowania reguty de ’'Hos-
pitala.

531. Dla dowolnej liczby naturalnej n ze wzoréw skréconego mnozenia mozna wyliczy¢

" — n—1 k n—1 % n—1
lim =lim Y 2*=> limz"=> 1=n
e=l =120 k=01 k=0
Dowies¢, ze rowniez
ot —1
lim =T.
a—1 x—1

Rozwigzanie:

Poniewaz dana granica prowadzi do wyrazenia nioznaczonego %, mozemy zastosowac
regute de I’'Hospitala:

532. Obliczy¢ granice

lim z*.
z—0t

Rozwigzanie:

Dzieki funkcji logarytmicznej /wyktadniczej zamienimy potegowanie na mnozenie, a mno-
zenie przedstawimy w postaci dzielenia, aby moc zastosowac regute de I’'Hospitala. Otrzy-

mujemy
lim z:lnx

z-nw _ e z—ot

lim 2% = lim e
z—0t z—0t

8Funkcja moze tez byé rézniczkowalna na przedziale (zo— 6, o) lub (zg, 79 +0), tylko wtedy trzeba
moéwié o cigglodci jednostronnej w xy oraz o pochodnej jednostronnej w zg.

9Stosowanie reguty de ’'Hospitala wypada opisaé¢ w komentarzach towarzyszacych rachunkom. Mozna
tez uzy¢ nad znakiem réwnosci literek kojarzacych sie z reguta de I’Hospitala, jak np. ”d’H” lub "I’H”.
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oraz

Inzx gm .. 1/x )
lim z-Inz = lim — 4 lim / = lim —x=0,
z—0 z—0t 1/1‘ z—0+ —1/1’2 z—0+
skad
lim z-Inx 0
lim 2% = e =—0* =e =1

533. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

2r 2%+ 1
el e £0
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e?h—2¢h 41
h)—f(0 G —A 2h _2eh 41— Ael+ A+ Ah
PO =tim WOy T = Ay e m2e oAb A AR
h—0 h h—0 h h—0 h,@h — h, — h,2

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec

zastosowac regute de I’Hospitala.
2e2h —2eh — Aeh+ A
£(0) =1lim i
h—0 eh+heh—1—2h
Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

07
regute de I’Hospitala.

4eh —2eh — Aeh
1 T
() _11112% 2el + heh —2

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma posta¢ nieoznaczong % dla A=2. Wowczas

mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de 1’Hospitala.
82 —4el 4
f'(0) =

a0 3eh 4+ heh  3°

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A =2 i wowcezas f'(0) =4/3.

534. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

M dla z#0
flz)= 1—coszx

A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
F0) i L =IO A _ g L h=In(l+h)— A+ Acosh

h—0 h h—0 h h—0 h—hcosh
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Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec

zastosowac regute de I’Hospitala.
1— - —Asinh
/ . 1+h
0)=lim .
110) h—01—cosh+hsinh
Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wigc po raz drugi zastosowac
regute de I’'Hospitala.

1
£1(0) = fim 02— A0S0
h—0 2sinh+hcosh
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma postac¢ nieoznaczong % dla A=1. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de I’Hospitala.
—2 .
£/(0) = lim TR _ =2
h—03cosh—hsinh 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A=1 i wowczas f/(0) = —2/3.

535. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e’ —1+In(l—x)

Fl) = e dla x#0
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
ef—1+mn(1-h
f,<0):}£%f(h);f(0)  lim hg<h>—A :]{%eh—1+1n(h14—h)—/m3 |

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec

zastosowac regute de I’Hospitala.

h_ 1 2
, T (& —ﬂ—SAh
f1(0)= Jimy Ah3

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wigc po raz drugi zastosowac

regute de I’'Hospitala.
eh - % —6Ah

Vi 1 1—h)
£(0) = lim 122

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé

07
regute de I’Hospitala.

eh — % — GA
0) = i (1—h)
f1(0) = lim 51k
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz ’166‘4, co ma posta¢ nieoznaczong % dla A=-1/6.

Wowezas mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I'Hospitala.
h 6
€ — a3 5
"0) = li R ¢ ) )
SO0 =Jim—, 24

OdpowiedZ: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=—1/6 i wowcezas f'(0) =—5/24.
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