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Pochodna funkcji (c.d.).

Pochodna funkcji odwrotnej.

Jezeli funkcja okreélona na przedziale! jest ciagla i $cisle monotoniczna, to posiada
funkcje odwrotna, ktora tez jest ciggta. Okazuje sie, ze dotozenie zalozenia rézniczko-
walnosci? funkcji sprawia, ze funkcja odwrotna tez jest rézniczkowalna, o ile pochodna
jest rozna od zerad.

Do pochodnej funkecji odwrotnej mozna podejé¢ na dwa sposoby.

PODEJSCIE GEOMETRYCZNE: Zainteresujmy sie pochodng funkcji f w punkcie o,
gdzie f(xg)=1yo. Wowczas rézniczkowalnosé funkeji f w punkcie xy jest réwnowazna
istnieniu niepionowej* prostej stycznej® do wykresu funkcji f w punkcie (zo, yo). Sama
za$ warto$¢ pochodnej w tym punkcie® jest réwna wspoétczynnikowi kierunkowemu tejze
stycznej (rys. 1).

Wykres funkcji f~! odwrotnej do funkcji f powstaje przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkcji f wzgledem prostej o rownaniu y =x. Na rysunku 2 wykres funkcji f jest
narysowany na niebiesko, a jego odbicie na czerwono. Jak wida¢ na rysunku, styczna
do wykresu funkcji f w punkcie (g, yo) przejdzie przez symetrie na styczna do wykresu
funkcji f~! w punkcie (yo, zo). Zatem funkcja f~! jest rézniczkowalna’, a jej pochod-
na jest réwna wspoétezynnikowi kierunkowemu prostej stycznej do wykresu funkeji f—1
w punkcie (yo, xo). Poniewaz odbicie symetryczne wzgledem prostej y=x odwraca wspo6t-
czynniki kierunkowe odbijanych prostych, otrzymujemy:

/ 1
I (o) =—+—.
( > (%) F(x0)

W skrécie mozna to wystowié¢: pochodna funkcji odwrotnej jest odwrotnoscig pochod-
nej funkcji. Jednak takie zgrabne sformutowanie kryje w sobie pewng putapke, bo istotng
czedcig powyzszego wzoru jest uzycie odpowiednich argumentéw funkeji. Biorge pod uwa-
ge, ze yo= f(xg) oraz xo= f ' (yo), wzor na pochodng funkcji odwrotnej mozna przepisaé

w postaci
1

f'(x0)

1 Przedzial moze byé domkniety lub otwarty lub otwarty z jednej strony, a domkniety z drugiej. Moze
by¢ tez ograniczony albo nieograniczony. Wazne, aby dziedzina funkcji byla spéjna (czyli w jednym
kawalku).

2Do tego trzeba co$ zrobié¢ z koncami przedzialu, na ktérym funkcja jest okreslona. Mozna, przyjaé,
ze dolozenie zalozenia rézniczkowalnosci automatycznie doklada zalozenie, ze dziedzina funkcji jest
przedzialem otwartym. Ale przezyliby$my tez pozostawienie przedzialu domknietego i obsadzenie w roli
pochodnej na koncach pochodnej jednostronnej.

3Czyli w praktyce oznacza to, ze albo pochodna jest w calej dziedzinie dodatnia, albo jest w calej
dziedzinie ujemna.

4Czyli nieréwnoleglej do osi OY'.

SRozumianej jako granica siecznych.

6Jesli juz ta pochodna istnieje.

"Przy zalozeniu f(xq)#0, czyli zalozeniu, ze niebieska styczna nie jest pozioma (nie jest réwnolegla
do osi OX), a co za tym idzie czerwona styczna nie jest pionowa.

(F7Y) (f(z0)) =
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lub

rys. 1

PODEJSCIE FORMALISTYCZNE: Rézniczkujac stronami réwnosé

[ (f(@) ==,

ktora definiuje funkcje odwrotng, otrzymujemy

(Y (f(2) f'(2) =1,
skad
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Inna mozliwo$¢: rézniczkujemy roéwnosé

(@) ==,
otrzymujac /
PO ) () (@) =1,
czyli .
U= 5
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Jako ilustracje wzoru na pochodng funkcji odwrotnej, wyprowadzimy wzor na po-
chodng logarytmu naturalnego® w opraciu o wiedze, ze
d xr__ x
%e =€ .
Oznaczmy f(z)=e*. Wowczas f~1(x) =Inz, jednak przyjmiemy oznaczenie g = f~!,
aby moc sprawniej zapisywaé¢ pochodna tej funkcji przy uzyciu prima.
Wzoér ogélny?

w interesujacym nas przypadku daje
d 1

| 1
—Inz = =
dx elnr g

Co oznacza dodatnio$¢ pochodnej w punkcie?

MIT: jeseni funkcja roézniczkowalna!® ma w jakim$ punkcie dodatnig pochodna,
to w pewnym otoczeniu tego punktu jest rosnaca.

FAKT: Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna oraz f'(zg) >0, to
x)> f(x
>0 z€(zo,z0+9) f( ) f( 0)
oraz

f(z) < f(xo

0>0 ze(z0—0,z0) ( ) ( )’

czyli bezposredniol! na prawo od x, funkcja przyjmuje wartoéci wieksze niz w xg, a bez-
posrednio na lewo mniejsze. I wiecej z tych zatozen nie wydusimy. W szczegdlnosci f nie
musi by¢ rosngca w zadnym otoczeniu'? punktu .

FAKT 2: el jednak funkcja f ma ciagta'® pochodna oraz f'(xy) >0, to f’
jest dodatnia w poblizu xg, a co za tym idzie f jest rosnaca w poblizu xg.

Zaraz, zaraz. Przeciez obserwujac w samochodzie wskazéwke predkosciomierzal® wi-
dzimy, ze porusza sie ona w sposob ciagly. To pochodna moze by¢ nieciagta? Jak to?

Ano tak to...

8Logarytm naturalny jest funkcja odwrotng do funkcji wyktadniczej o podstawie e.
9Czyli zakladajacy jednynie, ze funkcja g jest odwrotna do f. No i rzecz jasna zakladajacy, ze f jest
rozniczkowalna i ma niezerujaca si¢ pochodna.

10Moze byé¢ nawet rézniczkowalna na catej prostej R.

HUzylem slowa ”bezposrednio”, aby nadmiernie nie komplikowaé tego zdania. Sciéle jest to opisane
kwantyfikatorami. A chodzi o to, ze funkcja przyjmuje wartosci wieksze niz w xg w pewnym prawostron-
nym otoczeniu punktu zg, czyli bliziutko na prawo od z.

12Przez otoczenie punktu zg mozemy rozumieé kazdy przedzial postaci (zo— 6, xo+6), gdzie § > 0.
Wprawdzie w topologii pojecie otoczenia ma nieistotnie szersze znaczenie, ale tutaj mozemy przyjacé
Wersje Uproszczona.

BFaktycznie wystarczy ciagloéé pochodnej w .

14Czyli pochodnosciomierza drogi po czasie.
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Jako gltowny sktadnik skonstruowania odpowiedniego przyktadu, przywotam po raz
kolejny funkcje fi2 z wyktadu 20:
1
sin— dla xz#0
f12<‘r): X DflzzR
0 dla =0
Przypominam, ze jest to funkcja nieciggla, ktérej wykres jawi sie jako nieprzerwana linia,
co mozna zaobserwowa¢ na rysunku 3.

&V

rys. 3

Jesli teraz odpowiednio mocno przygnieciemy funkcje f1o w zerze, na przyktad mnozac
ja przez 2, to otrzymamy funkcje

1
z?sin— dla z7#0
f37(l’): €z Df37IR

0 dla =0

ktorej wykres jest naszkicowany na rysunku 4.

Funkcja ta nie tylko stala sie ciggtal®, ale nawet rézniczkowalnal®, gdyz

f37(0) =lim fsr(x) — f57(0)

z—0 z—0

. 1
=limzsin—=0.
z—0 €T

Do uzyskania same ciaglosci wystarczyloby przemnozenie przez x. Jednak wtedy otrzymaliby$my
funkcje nierézniczkowalna.

16Qczywiscie rézniczkowalnosé sprowadza sie do rézniczkowalnosci w zerze, bo poza zerem pochodna
istnieje — mozna sobie zrézniczkowaé wzorek.
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Natomiast dla z # 0 otrzymujemy przez zrézniczkowanie wzoru:

1 -1 1 1
f4:(x) :2:Esin——|—x2cos—-—2 =2xsin— —cos —,
x T T x x

co nie ma, granicy w zerze'’.

Tak wigc f3; jest rézniczkowalna na calej prostej, ale f5. jest nieciagtal®.

rys. 4

1"Bo pierwszy sktadnik dazy do 0, a drugi oscyluje miedzy —1 a 1.
¥Drobna modyfikacja tej funkcji, na przyktad przez zamiane 1/x na 1/x? w argumencie sinusa,
doprowadzitaby do funkcji rézniczkowalnej, ktérej pochodna jest nieograniczona w otoczeniu zera.
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Poprawmy teraz funkcje f3; dodajac do niej funkcje liniowa /2. Otrzymamy:
x4 . 1
—+4z°sin— dla x#0
0 dla =0

Woéwezas wykres funkcji f koto zera jest mocno pofatdowany (rys. 5), ale ma styczna
w punkcie (0, 0) — na rysunku jest ona zaznaczona na zielono.

Ponadto f'(0)=1/2>0, ale dla x #0 mamy

, 1 1 1
fl(x)= 5 +2xsmx cos—,

co w poblizu zera szaleficzo oscyluje z grubsza od —1/2 do 3/2. Skoro f” w poblizu zera
przyjmuje wartos$ci obu znakéw, to sama funkcja f w poblizu zera ma nieskonczenie wiele
przedzialikow, w ktorych jest rosnaca, i nieskonczenie wiele przedzialikow, w ktorych jest
malejaca.

Zatem w zadnym otoczeniu zera funkcja f nie jest rosngca, pomimo ze ma w zerze

dodatnig pochodna.
yh //

rys. o
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Wtasno$é¢ Darboux pochodnej.

Wiemy juz, ze pochodna funkcji rézniczkowanej'® nie musi by¢ ciggla. Jednak intuicja
ze wskazowka predkosciomierza, ktora nie moze nagle przeskakiwa¢ z miejsca na miej-
sce z pominieciem potozen posrednich, ma swoje odbicie w odpowiednim twierdzeniu
matematycznym?®. Okazuje siec bowiem, ze pochodna, nawet nieciggta, od funkcji ciggtej

zbyt dramatycznie nie odbiega, ma bowiem wtasnosé Darboux?!.

Zapamietaj:
Pochodna funkcji rézniczkowalnej na przedziale
ma wtasnos$é¢ Darboux.

Przedstawi¢ najwazniejszy element dowodu powyzszego twierdzenia, a mianowicie wy-
kaze, ze jesli funkcja f ma dodatnig pochodng w punkcie a i ujemng pochodng w punkcie
b> a, to istnieje takie c € (a, b), ze f'(c¢)=0.

Jesli f'(a) >0, to bezposrednio na prawo od a funkcja f osiaga wartosci wieksze
od f(a), czyli funkcja f rozwazana?? na przedziale [a, b] ma w punkcie a minimium
lokalne (rys. 6). Analogicznie z warunku f’(b) <0 wynika, ze f takze w punkcie b ma
minimum. Zatem punkt ¢, w ktérym f osiaga najwicksza wartos¢ na przedziale [a, b],
nie jest zadnym z koncow tego przedziatu. Wobec tego f/(c) =0.

A

Y

v

(S e

[ o

rys. 6

YNawet rézniczkowalnej na calej prostej rzeczywistej.

20Trzeba uczciwie powiedzieé, ze sama obserwacja zachowania wskazéwki predkosciomierza nie jest
ani dowodem, ani nawet silnym argumentem na wlasnoé¢ Darboux pochodnych abstrakcyjnych funkc;ji.
Sama wskazdwka predkodciomierza jako czeé¢ mechanizmu jest obiektem materialnym, ktéry nie moze sie
teleportowac. I wtasnie materialna natura tej wskazowki, a nie abstrakcyjne twierdzenie matematyczne
mogloby sie tutaj manifestowad.

21Czyli pomiedzy kazdymi dwoma wartosciami osigga wszystkie wartosci posrednie.

2Rozwazamy tylko wartodci funkcji f na przedziale [a, b], ale sama funkcja moze byé¢ okreslona
na wickszym przedziale, a wtedy a i b leza wewnatrz dziedziny funkcji f. W konsekwencji f ma w tych
punktach prawdziwa pochodna, a nie tylko jednostronng. Ale w dowodzie korzystamy tylko z pochodnych
jednostronnych.
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