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Pochodna funkcji (c.d.).

Dzis kilka przyktadow zadan polegajacych na wyznaczaniu najmniejszej i najwickszej
wartosci funkcji. Przypominam kluczowy fakt, ktéry bedzie w tych zadaniach wykorzy-
stywany!:

Jezeli funkcja ma w jakims$ punkcie pochodng r6zng od zera,
to nie ma w tym punkcie ekstremum.

Oczywiscie bedzie tez nad nami czuwaé twierdzenie Weierstrassa?, bez ktérego cala
procedura nie bytaby poprawna, gdyz nie mielibySmy pewnoéci, czy funkcja w ogdle
osigga najwieksza i najmniejsza wartosc.

Postawowy schemat poszukiwania najmniejszej i najwickszej wartosci funkcji ciggtej?
na przedziale domknietym jest nastepujacy:

e Obliczamy pochodna funkcji.

e Porownujemy pochodng do zera — punkty, w ktorych pochodna jest rézna od zera
wykluczamy — tam na pewno nie bedzie ekstremum.

e W typowej sytuacji pozostaje nam do zbadania skonczenie wiele punktow, ktore
wpadaja do jednej z trzech kategorii:
1° konce przedziatu,
2° miejsca zerowe pochodnej,
3° punkty, w ktérych pochodna moze nie istnie¢?*.

e Obliczamy i poréwnujemy wartosci funkcji w wyzej opisanych punktach, a nastepnie
wybieramy z tych wartos$ci najwigksza i najmniejsza.

Zanim przejdziemy do przyktadéw, rozwiejmy trzy mity.

MIT: Szukanie najmniejszej i najwigkszej wartosci funkceji polega na obliczeniu
i poréwnaniu wartosci funkcji w miejscach zerowych pochodnej.

FAKT: Miejsca zerowe pochodnej to tylko jedna z trzch kategorii punktow,
ktore nalezy rozwazyc.
MIT: W miejscu zerowym pochodnej funkcja ma ekstremum.

FAKT: Niekoniecznie. Funkcja f(z) =3 ma zerowa pochodna w z =0, ale nie
ma tam ekstremum.

!Chociaz wyraznie w takim sformulowaniu nie bedziemy go cytowac.

2Kazda funkcja ciggla na przedziale domknietym jest ograniczona i osiaga swoje kresy.

31 do tego rézniczkowalnej z nielicznymi wyjatkami.

4Zwracam uwage na delikatng réznice miedzy uzytym tu sformutowaniem, a bardziej narzucajacym
sie sformulowaniem: ”punkty, w ktérych pochodna nie istnieje”. Jednak takie sformulowanie jest zbyt
kategoryczne, bo naklada na nas obowiazek wykazania, ze w istocie funkcja nie jest rézniczkowalna
w rozwazanym punkcie. To wymaga na przyklad wyliczania i poréwnywania pochodnych jednostron-
nych, a ewentualne wykazanie, ze funkcja nie ma w jakims$ punkcie pochodnej nie przybliza nas do roz-
wiazania zadania, bo i tak musimy pozostawié¢ ten punkt na liscie kandydatéw do globalnego minimum
i maksimum, a w konsekwencji wyliczy¢ wartosé funkcji w tym punkcie.
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MIT: W miejscach zerowych pochodnej trzeba zbadaé (na przyklad przez zbada-
nie znaku pochodnej na lewo i na prawo), czy jest tam lokalne minimum czy maksimum.

FAKT: Na ogét jest to dziatanie bez sensu, bo i tak musimy wpisa¢ punkt na li-
ste kandydatow do najmniejszej i najwiekszej wartodci funkcji, wyliczy¢ wartos¢ funkceji
w tym punkcie i poréwnaé z innymi warto$ciami. Wiedza, ze jest tam lokalne maksimum
lub minimium, na ogét w niczym nie pomaga. ALE: sa wyjatkowe sytuacje, kiedy bez-
posrednie porownanie wartosci funkcji w rézych punktach jest trudne lub praktycznie
niemozliwe. Wowczas moze pomoc zbadanie przebiegu funkcji®.

499. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(x) :x+‘x2—x—12‘
na przedziale [—5, 5] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze
-2 —12=(z—4)-(x+3).

Stad
02—z —12|= ?—r—12 dla z€(—o0, —3]U[4, +00)
r'—x | —2?+z+12 dla xe (-3, 4)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r?—12 dla xe€[-5, =3]U[4, 5]
f(z)= 2 _
r?+2x+12 dla ze(-3,4)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—5, 5] jest dana wzorem
f(2) = 2 dla ze (-5, -3)U(4,5)
S| —22+2 dla ze(-3,4)

W punktach —3 i 4 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (=5, —3)U(4, 5) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 2x=0, co ma
rozwiazanie x =0, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego zbioru (=5, —3)U(4, 5).

2° W przypadku z € (=3, 4) réwnanie f’(x)=0 sprowadza sie do —2x+2=0, co ma
rozwigzanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—3, 4).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —51 5,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktorych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3 i 4.

F(-5)=13,

SPamietajmy: w przedzialach, w ktérych pochodna jest dodatnia, funkcja jest rosnaca. W przedzia-
tach, w ktérych pochodna jest ujemna, funkcja jest malejaca.
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f(=3)=-3,
f(1)=13,
f4)=4,
£(5)=13.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiagga warto$¢ najmniejsza réw-
ng —3 w punkcie —3, a wartos¢ najwicksza rowna 13 w punktach —5, 11 5.

500. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkceji f okreslonej wzorem
f(z)=V1622+8x+1—2°

na przedziale [—3, 4] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

f(x)=V1622+8r+1—2° = /(4o +1)2—2° = |4z + 1| —2°
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
£ dr+1—2* dla ze[-1/4,4]
€T) =
—4r—1—2% dla ze[-3,-1/4)
W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedzialu [—3, 4] jest dana wzorem
) 4—2x dla ze(-1/4,4)
€Tr)=
—4—2z dla ze(-3,-1/4)

W punkcie —1/4 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku x € (—1/4, 4) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 4—2x =0, co ma
rozwiazanie x = 2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/4, 4).

2° W przypadku z € (=3, —1/4) réwnanie f’(z) =0 sprowadza sie¢ do —4 —2x =0,
co ma rozwiazanie x = —2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—3, —1/4).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —3 1 4,

e miejsca zerowe pochodnej: —2 i 2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/4.

f(=3)=2,
f(=2)=3,
f(=1/4)=-1/16,
f(2)=5,
f4)=1.
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Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
ng —1/16 w punkcie —1/4, a warto$¢ najwieksza réwna 5 w punkcie 2.

501. Rozwazamy graniastostupy prawidtowe o podstawie szesciokatnej i ustalonej ob-
jetosci. Rozstrzygnaé, ktéry z nich ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej. W od-
powiedzi poda¢ iloraz wysokosci do krawedzi podstawy.

Rozwigzanie:

Niech V' bedzie ustalona objetoscia, a a krawedziag podstawy graniastostupa. Pole po-
wierzchni podstawy jest wowczas réwne 3v/3-a?/2, co daje wysokosé réwna

- 2V
C3v3-a?
Pole powierzchni catkowitej jest wowczas réwne

=3v3.a*+

2V 4V
Pla)=3v3-a+6-ah=3v3 @ 1602 |
(@) ¢ ¢ ¢ ¢ 3v/3-a? V3-a

Zauwazmy, ze’

lim P(a)= lim P(a)=+00.

a—0t a—+00
Ponadto

4V
P,(a):6\/§'a—m,

32V
a=J2_
9

i dla takiej wtasnie dtugosci krawedzi podstawy pole powierzchni catkowitej graniasto-
stupa osigga minimum. Woéwczas

h_2v g
a  3v3-a3 3v3-2V/9

Odpowiedz: Najmniejsze pole powierzchni ma graniastostup, w ktérym stosunek
wysokosci do krawedzi podstawy jest réwny v/3.

skad P'(a) =0 dla

502. W trojkat rownoboczny o polu 1 chcemy wpisaé¢ prostokat
jak na rysunku obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:

Niech a bedzie dtugoscia boku danego trojkata réwnobocznego,
a h jego wysoko$cia. Jezeli wpisywany prostokat ma wysokosé

x€ (0, h), to jego podstawa ma dtugos¢ a- <1 — %), co ustalamy

na podstawie prostych rozwazan geometrycznych.

W tym zadaniu szukamy minimium funkcji na przedziale otwartym (0, +o00). Musimy wiec poznadé
zachowanie funkcji przy argumencie dazacym do koncéw przedziatu.
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Wowczas pole prostokata jest rowne

P(x)::v-m(l—%) .

Zauwazmy, ze
lim P(z)= lim P(z)=0,

z—0t z—h~
a ponadto
. 2-x-a 2z
Plaj=a (1-0) =T g 200 (120,
(x)=a h h a h a .

Wobec tego P'(x)=0 dla x="h/2, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata
rownej
Ph/2)=".a- e [
(h/2)=3-a h) T2 2T 22T e 2
W powyzszych rachunkach skorzystaliémy z podanego w tresci zadania zalozenia, ze tréj-
kat réwnoboczny ma pole 1 =ah/2.

h (_h/2>_h 1 ah 1 1 1

Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi 1/2.

503. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x)= /22 +1029. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
@)= f)l <=5~

gdzie C' =98 (wersja trudniejsza) lub C' =48 (wersja tatwiejsza).

Rozwigzanie:
Rozwigzanie wersji tatwiejszes:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
8 8 (4 pa\ (4 AN (2 32\ (2 212) . (A ) _
a®—b° = (a' = ") - (a' +b") = (a® = ") - (@’ +°) - (a’ + ") =
=(a—b)-(a+D)- (a2+bQ> : <a4+b4) :
ktory przy zatozeniu a+0b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a®— b8
(a+b)-(a2+0%)-(a*+b*)
Przyjmujac a= /22 + 1029 oraz b= /42 + 1029, zauwazamy, ze a+b>0 i przeksztatcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

f(z)— f(y)| = ‘ V211029 2+ 1029‘ -
(2% +1029) — (> +1029)
(Va?+1029+ /2 + 1029 Va® + 1029 + /3% + 1029 { Va2 + 1029+ /y? + 1029)

a—b=

B 2% =y
(Va2 +1029+ ¥y +1029) - (Va2 +1029+ /47 +1029) - (v/22+ 1029+ /57 + 1029)
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_ [z =yl |z +y|
 (Va?+1029+ 7 +1029) - (Va2 +1029+ /47 +1029) - (Va2 + 1029+ /2 +1029)

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a? otrzymujemy:

z+y| < ||+ |y = Va2 +/y? < V2 +1029+1/y2 + 1029,
skad
[z +y
Va2 +10294 /4% +1029

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1

< = :
V2410294 42 +1029  /0+1029+ ¢0+1029 2-/1029
Analogicznie

1 1 1
< = :
V2 +1029+4 y2+1029  v0+1029+ v0+1029 2-v/1029

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|- [z +y| B
(Va2 +1029+ §/y?+1029) - (Va? +1029+ V42 +1029) - (Va? + 1029+ /y? +1029)
2241029+ V4241029 v22+1029+ 4241029 /x2+1029+ /42+1029
<oyl L -yl _ =yl _ Jr—yl _ Jr—yl _
2.v/1029 2- /1029 4-9/1020% ~ 4-V10243  4.3/2%0  4.y/215
lz—yl eyl eyl eyl Jr—yl Je—yl

T4V YT 44-9128 16-v128 16-v/81  16-3 48
Rozwigzanie wersji trudniejszey:

Pomingwszy trywialny przypadek x =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
rachunku rézniczkowego wynika réwnosé

|f(@) = f)l=lz—yl-|f (],
gdzie c¢ lezy pomiedzy x i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze | f/'(z)| <1/98 dla kazdej liczby rzeczywistej .
Przyjmujac’

T
x)=f'(x)=
90 = ) = s 1020)
otrzymujemy
—3/4
lim g(z)= lim ‘ 75 = lim v 775 =0
z=k00 2500 4 (72 41029)7/%  ToE0 4. (141029 2-2)

"W celu unikniecia pojecia pochodnej drugiego rzedu.
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Zauwazmy, ze g jest rozniczkowalna na catej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem
1 72?
4-(2241029)7%  16- (22+1029)"/8
Rozwiazujemy réwnanie na zerowanie si¢ tej pochodne;j:
1 T2

4-(2241029) 16 (22+1029)"/%
4-(2°+1029) =727,

g'(x)=

4-1029 =327, 4-3-343 =327, 4.7 =22, r=414-V/7.
Wryliczamy wartos¢ funkeji g w miejscach zerowych pochodne;j:
7 +14-V/7 7T
g(j:14 7>: 7/8:j: 3 3 7/8:
4-((£14-v/7)241029) 2-(4-73+3-73)
77 VT !

9. (T8 272 98

Stad wynika, ze funkcja g przyjmuje najmniejsza i najwieksza wartos¢ odpowiednio
—1/98 1 1/98, skad |g(x)| <1/98 dla kazdej liczby rzeczywistej .
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