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Pochodna funkcji (c.d.).

Pochodna a ekstrema funkcji.

DEFINICJA: Funkcja f osigga w punkcie zo swojej dziedziny! maksimum lokalne?,
jezeli

f(xzo) > f(x)

6>0 JIGDfﬂ(Jfo—(S,.TQ—HS)

czyli gdy warto$¢ funkcji w punkcie zq jest nie mniejsza od warto$ci w pobliskich punk-
tach. Analogicznie, funkcja f osigga w punkcie zp minimum lokalne, jezeli

f(zo) < f(x)

6>0 JIGDfﬂ(Jfo—(S,.TQ—HS)

czyli gdy wartos¢ funkcji w punkcie x jest nie wieksza od wartosci w pobliskich punktach.

Jezeli bedziemy chcieli odwotaé sie do najwigkszej® (odpowiednio: najmniejszej) war-
tosci funkeji na jakims zbiorze, to tak wlasnie powiemy: najwieksza/najmniejsza war-
to$¢ funkcji takiej na zbiorze siakim. Ewentualnie mozemy powiedzie¢, ze chodzi
nam o maksimum,/minimum globalne (czyli na calej dziedzinie funkcji).

Jesli chcemy zaznaczy¢, ze warto$¢ funkcji w punkcie z jest wicksza niz w innych
punktach, to powiemy o maksimum wtasciwym®. Analogiczna terminologia dotyczy
miniméw.

Funkcja stata ma w kazdym punkcie swojej dziedziny jednoczesnie maksimum (lokal-
ne) i minimum (lokalne). Jak réwniez maksimum globalne i minimum globalne.

Powiemy, ze funkcja f ma w punkcie zy ekstremum?®, jezeli ma tam maksimum
(lokalne) lub minimum (lokalne).

TWIERDZENIE: Jezeli funkcja f jest ma w punkcie x( ekstremum i jest w tym punkcie
rozniczkowalna®; to f/(xg) =0.

INa potrzeby tej definicji mozna dopuécié, ze dziedzina funkcji f jest dowolnym niepustym podzbio-
rem zbioru liczb rzeczywistych.

2Wprawdzie przyjeto sie rozumieé przez samo slowo "maksimum” wlaénie "maksimum lokalne”,
ale nie zaszkodzi uzywaé stowa ”lokalne” dla unikniecia ewentualnych nieporozumien.

3Zwrécié nalezy uwage, ze stowo ”najwiekszy” wiaze sie z nieréwnoécia staba, a nie ostra. Na przy-
ktad funkcja stala osiaga najwicksza wartos¢ w kazdym punkcie swojej dziedziny. To odbiega od tego,
co rozumie sie w jezyku potocznym, gdzie okreslenie "moj najstarszy syn” sugeruje, ze jest on starszy
od wszystkich pozostalych synéw (ktérych na dodatek jest wiecej niz zero, bo raczej nie uzyje sie okre-
Slenia ”najstarszy” w odniesieniu do jedynaka). Tymczasem przyjmujac terminologie matematyczna,
pracownik firmy, w ktérej wszyscy maja taka sama pensje, ma pelne prawo uskarzaé sie, ze jego zarobki
sa najnizsze (co firma moze odeprzeé¢ argumentem, ze przeciez zarabia on najwiecej ze wszystkich).

4Mozna wiec uzyé okreélenr ”"maksimum wlaéciwe lokalne” oraz “maksimim wtaéciwe globalne”.

5 Jest to sytuacja analogiczna do pojecia monotonicznoéci, gdzie do jednego worka wrzucamy funkcje
niemalejace i nierosnace.

6Przypominam, ze zalozenie o rézniczkowalnoéci w punkcie 2y miesci w sobie zalozenie, ze pewne
otoczenie punktu z( jest zawarte w dziedzinie funkeji f, czyli (zg—d,20+6) C Dy dla pewnego ¢ > 0.

)
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Dowdd:
Przeprowadzimy dowdd w przypadku, gdy funkcja f ma w punkcie 2o maksimum?.
Korzystajac z nieréwnosci f(x) < f(zg) dla x bliskich zy otrzymujemy

<0
——

f'ag) = lim, f(xiiism <0

>0
oraz

"(z5) = lim =220 >,
f(xy) -

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w xq, to
f'(@o)=f'(zg) <0 oraz  f'(wo)=f'(z5) >0,
skad f'(zg) =0, co konczy dowdd twierdzenia.

Zapamietaj:
Jezeli funkcja ma w jakim$ punkcie pochodng r6zng od zera,

to nie ma w tym punkcie ekstremum.
Twierdzenie Lagrange’a o warto$ci sredniej.

Zanim sformutuje twierdzenie Lagrange’a, podam jego interpretacje komunikacyjna.
Samochdd pokonal trase z Wroctawia do Opola (przyjmijmy w zaokragleniu, ze jest
to odlegtosé 100 km) w ciagu godziny. Wéwezas jego $rednia predkosé wyniosta 100 km /h.
Na razie nic szczegélnego... Ale w czasie podrozy musial istnie¢ moment, w ktoérym
predkos$¢ chwilowa wynosita doktadnie 100 km /h.

Przektadajac to na jezyk matematyczny: Funkcja rézniczkowalna na przedziale ma
w jakim$ punkcie pochodng réwng ilorazowi réznicowemu® liczonemu na calym prze-
dziale.

TWIERDZENIE LAGRANGE’A O WARTOSCI SREDNIEJ: Niech f bedzie funkcjg cig-
gla na przedziale domknietym [a, b], rézniczkowalng wewnatrz® tego przedziatu, czyli
na przedziale otwartym (a, b). Wéwczas istnieje taki punkt ¢ € (a, b), ze

f,(C) _ f(b) _f(a)
b—a

"Przypadek minimum rozwaza si¢ analogicznie, gdyz rézni sie on tylko kierunkiem nieréwnodci.

8(Czyli éredniemu przyrostowi wartoéci funkeji na jednostke argumentu.

9Na koncach przedzialu wystarczy sama ciaglogé. Istnienia pochodnych jednostronnych na koncach
przedzialu nie zaktadamy, bo nie jest potrzebne.
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Geometrycznie: Istnieje punkt wykresu funkcji, w ktérym prosta styczna jest réwnole-
gta do siecznej'® przechodzacej przez punkty wykresu odpowiadajace koficom przedziatu

(rys. 1).

v

[ e
\

[ [

rys. 1

Dowoéw twierdzenia Lagrange’a rozpoczniemy od przypadku, w ktérym funkcja osigga
taka sama warto$¢ na obu koncach przedziatu:

TWIERDZENIE ROLLE’A: Niech f bedzie taka funkcja ciagta na przedziale [a, b],
rozniczkowalna na (a, b), ze f(a)= f(b). Wowczas istnieje taki punkt c€ (a, b), ze f'(c)=0.

Dowad:
Poniewaz funkcja f jest ciagta na przedziale domknietym [a, b], osiaga ona w tym prze-
dziale warto$é¢ najwiekszg. Niech ¢ bedzie punktem!!, w ktérym ta najwieksza wartosé
jest osiagana (rys. 2). Patrzac na rysunek 2 chciatoby sie powiedzieé: ”Skoro w punkcie ¢
funkcja ma ekstremum'?, to jej pochodna w tym punkcie jest réwna 0 i tym samym
dowdd jest zakonczony.” Ale nie tak szybko... Moze sie bowiem okazaé, ze najwieksza

10Przypominam: sieczna to prosta poprowadzona przez pewne dwa punkty wykresu. Natomiast cieciwa
to odcinek o koncach w tych punktach wykresu. Sieczna jest wiec prosta bedaca przediuzeniem cigciwy.
Na rysunku 1 jest narysowana cigciwa (bo wydalo mi sie, ze tak jest ladniej).

UPpunktéw, w ktérych funkeja osiagga najwicksza wartosé moze byé wiele. Faktycznie wiec ¢ jest
jednym z punktéw, w ktérych f osiaga najwieksza wartoscé.

12A doktadniej: maksimum.
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wartos¢ funkcji jest osiggana na koncach przedziatu, czyli w punktach a i b, a tam funkcja
nie jest rézniczkowalnal?.

rys. 2
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rys. 3

3Bo nie zakladamy nawet namiastki rézniczkowalnosci na koncach przedzialu, choéby w postaci
istnienia pochodnych jednostronnych. A nawet gdybyémy zalozyli istnienie pochodnych jednostron-
nych na koncach przedzialu, to nie musialyby by¢ one réwne zeru. Widaé to wyraznie na rysunku 3,
gdzie funkcja osiaga maksimum na koncach przedzialu, ale jednostronne styczne do wykresu funkcji
w punktach odpowiadajacych a i b nie sa poziome. Owe jednostronne styczne nie sa naszkicowane, zeby
nie przetadowywaé rysunku zbyt wieloma elementami — trzeba je sobie wyobrazié.
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Dowéd jest wiec zakoniczony, gdy wybrany'* punkt ¢ nie jest zadnym z konicéw prze-
dziatu. Jesli natomiast f osiaga wartos¢ najwieksza na koncach przedziatu, czyli mamy
sytuacje, ktéra w uproszczeniu mozna naszkicowa¢ jak na rysunku 3, to za punkt c
przyjmiemy punkt, w ktorym f osigga warto$¢ najmniejsza. Skoro w ¢ jest minimum,
to pochodna funkcji f w tym punkcie jest réwna 0. Aj... Niezupetnie. Mogloby sie bo-
wiem okaza¢, ze 1 tym razem punkt c jest jednym z koncéw przedziatu. Ale wéwczas
na koncach przedziatu funkcja f osiggataby wartos¢ najwicksza i jednoczesnie osiggata-
by tam warto$¢ najmniejsza, bytaby wiec funkcja statg. A w takiej sytuacji mielibysmy
f'(c)=0 dla kazdego c € (a, b).

Zakonczylismy wiec dowdd twierdzenia Rolle’a. Wréémy teraz do dowodu twierdzenia

Lagrange’a, ktore przez odpowiedniag modyfikacje funkcji sprowadzimy do twierdzenia
Rolle’a.

Niech, jak w zatozeniach twierdzenia Lagrange’a, f bedzie funkcja ciggly na przedzia-
le domknietym [a, b], rézniczkowalna na (a, b). Poprawmy funkcje f tak, aby jej warto-
sci na koncach przedziatu sie wyréownaty. Osiggniemy to przez odjecie funkcji liniowe;
o wspotezynniku kierunkowym réwnym ilorazowi roznicowemu funkcji f na przedziale
[a, b]. Innymi stowy, wprowadzamy funkcje pomocnicza

f(0)— f(a)
x)=f(r)—x - —F———=.
(o) = fa)—a- T

Jesli ktos nie wierzy, ze ta funkcja ma réwne wartosci na koncach przedziatu, moze

to sprawdzi¢ bezposrednio:

oy SO =fla)  (b—a)-fla)—a-(f(b)=f(a)) _b-f(a)—a-f(b)
9(a)=fla)—a-— — == r— = - :
g(b>:f(b)_b,f(bz)):£(a) N (b—a)-f(b);_b;(f(b)—f(a)) _ —a-f(g)_ab fla)

Wobec tego na mocy twierdzenia Rolle’a istnieje takie ¢ € (a, b), ze ¢'(c¢) =0. Biorac
pod uwage, ze

(@)= 1) - 011
otrzymujemy ) )
Fo=gi+ 1010 _ S0~ Sa)

co konczy dowod twierdzenia Lagrange’a.

To, ze pochodna funkcji w jakim$ punkcie okazuje si¢ byé réwna okreglonej wartoscil®
jest moze i ciekawe, ale w zastosowanich twierdzenia Lagrange’a wcale nie chodzi o to,
aby ekscytowac sie przyjmowaniem przez pochodng jakiej$ wartosci. Przeciwnie, chodzi
o to, aby majac jaka$ wiedze o zachowaniu'® sie pochodnej, wyciggnaé jakies wnioski
dotyczace zachowania samej funkcji. W tym celu mozemy przepisaé teze twierdzenia

4Wybrany jako punkt, w ktérym f osigga najwickszg wartoéé.
15W tym wypadku ilorazowi réznicowemu.
16 A doktadniej: mozliwych wartoéciach pochodnej.
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Lagrange’a w postaci mniej symetrycznej, ale za to bardziej bezposrednio odnoszacej sie
do wartosci funkcji f:

fb)=fla)+ f'(c)-(b—a).

Nalezy zwroci¢ uwage, ze w powyzszym wzorze nie jest istotne zalozenie a <b, bo wzor sie
nie zmienia po zamianie miejscami literek a i b. Mozemy tez przepisa¢ ten wzor z innymi
oznaczeniami, sugerujacymi, ze jeden punkt jest ustalony, a drugi si¢ zmienia:

f(x)=f(zo)+ f(xo+t(x—x0)) (x—20) .

Wystepujace w argumencie pochodnej wyrazenie xo+t(xz —x¢) daje przy t € (0, 1) jakis
punkt pomiedzy zg i x.

Jako proste wnioski tego typu!” sformutujmy nastepujace obserwacje:

e Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna na przedziale!® otwartym I oraz f'(z) >0 dla
kazdego x € I, to f jest rosnaca na przedziale I.

Dowdad:
Jesli a < b oraz a,be I, to

f)=f(a)+f'(c)-(b—a)> f(a).
>0 >0

e Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale otwartym [ oraz f'(z) <0 dla

kazdego x € I, to f jest malejaca na przedziale .

e Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale otwartym I oraz f'(z) >0 dla
kazdego x € I, to f jest niemalejaca na przedziale [.

e Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale otwartym I oraz f'(z) <0 dla
kazdego x € I, to f jest nierosnaca na przedziale I.

Do tego dodajmy wnioski w drugg strone wynikajace z przesledzenia przejscia gra-
nicznego w definicji pochodnej:

e Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna na przedziale otwartym [ oraz jest niemalejaca
na przedziale I, to f'(z) >0 dla kazdego z € 1.

e Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale otwartym [ oraz jest nierosnaca
na przedziale I, to f'(z) <0 dla kazdego z € I.

e Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale otwartym [ oraz jest rosnaca
na przedziale I, to nie musi by¢ f'(x) >0 dla kazdego x € I. Przyktad: f(z)=2® na R.

Zastosowania twierdzenia Lagrange’a, czyli wnioskowanie o funkcji na podstawie po-
chodnej, to jak wnioskowanie o potozeniu samochodu na podstawie jakich$ informacji
o jego predkosci. Jesli samochdéd wyjechal z Wroctawia o godzinie 12:00 i jesli wie-
my, ze przez caly czas jego predkos¢ miesci sie w zakresie od 50 km/h do 100 km/h,
to o godzinie 13:00 bedzie sie on znajdowal pomiedzy 50 a 100 kilometrow od Wrocta-
wia, a o godzinie 15:00 pomiedzy 150 a 300 kilometréw od Wroctawia.

17Czyli wnioski typu: jedli pochodna jest taka a taka, to sama funkcja jest siaka.
18Przedzial moze byé ograniczony albo nieograniczony, nawet I =R.
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Na zakonczenie dzisiejszego wyktadu przyjrzyjmy sie trzem zadaniom wykorzystuja-
cym twierdzenie Lagrange’a.

481. Udowodnié nieréwnosci

1 1
2 <arctgl2 —arctg7 < 0

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctge
na przedziale [7, 12] wynika istnienie takiej liczby c € (7, 12), ze
arctgl2 —arctg7=(12—7)- f'(¢)=5- f'(c).

Poniewaz 1
(Y —
f (.T) - 1’2 + 1 I
z nieréwnosci 7 < ¢ < 12 otrzymujemy
1 5 5 5 5 5 1

—_— — = < ==,
29 145 122+1 2+1 7?4+1 50 10
co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

< arctgl2 —arctg? =

482. Niech funkcja f:[2, 00) — R bedzie dana wzorem
1
flz)= e
Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [2, 00) zachodzi nier6wnosé

[z —y|
@)=l < =5

Rozwigzanie:
Sposob I:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nie-

rownosci x, y > 2:
[z =yl (2° + 2’y +ay* +4°)
|f(z) = f(y)|= 1 1 - 4,4
T ) Yy Yy

| ‘<x3+x2y+xy2+y3> | ‘<1+1+1+1><
Yy phyt iyt oyt gyt Yy zyt a2yt aty)

1 1 4

4

yt—x
4

1 1 1 1 4 1
<lz—yl- Ty tats =|x—y|-§:|x—y|-§,

co konczy dowdd danej w tredci zadania nierownosci dla dowolnych x, y > 2.

Nieco inna postac oszacowan:

1 1
|f(x) = fy)|= oty 2y Ty 233

o (53) () () ()
Y xy Ty x3yd - x3ys Y y | wdy)

byl
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< ’<1+1> <1+1> | |22 | ’1
€T — = — . — — | =\ — —— = | — P
SETY 9Ty ) (oa T Iy o yI"g
Sposob I1:

Dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista w przypadku x =y, natomiast dla x =y stosu-
jemy do funkcji f twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej. Na mocy tego twierdzenia
istnieje taka liczba ¢ pomiedzy z iy, a wiec speliajaca nieréwnosé ¢ > 2, ze

T—y 51 b 25 8
co konczy dowod nieréwnosci podanej w tresci zadania.

483. Funkcja rézniczkowalna f: IR — (0, +00) spetnia warunki f(0)=11 f(1)=e.

Rozstrzygnac, czy stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej x, ze
fl@)=f(z).

Rozwigzanie:
Odpowiedz: Wynika.

Rozwazmy funkcje g okreslong wzorem g(x)=Inf(x). Wowczas ¢g(0) =01 g(1) =1,
skad na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej wynika istnienie takiej liczby
rzeczywistej ¢ € (0, 1), ze

/ 9(1) —g(0)
g(c)—lio_l.

7 drugiej strony

: f'(x)

g'(x) fa)
skad

e

fle)
czyli

f'(e)=f(c)
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