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Pochodna funkcji (c.d.).

W ramach prezentowania wybranych elementow teorii rozpoczne dzisiejszy wyktad
od dwoch dowodow. Pierwszy dotyczy ciggtosci funkeji w punktach roézniczkowalnodci,
a drugi podanego wczoraj wzoru na pochodng iloczynu.

TWIERDZENIE: Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna! w punkcie xg, to jest w tym

punkcie ciggta.
Innymi stowy: Rozniczkowalnos¢ jest warunkiem silniejszym od cigglosci.

Dowdd:
Y )= Y (1 o)+ )= 20)) = Y 7 )+ 50
= f(x0)+0- f'(20) = f (20) .

Jako przyktad przypomnijmy funkcje z wyktadu 20:

2?2 dla z€Q
f14($): Df14=R
—z? dla r€R\Q

Funkcja ta jest nieciagta poza zerem, wiec jest tam nier6zniczkowalna. Natomiast w zerze
funkcja jest rozniczkowalna, gdyz

/ . f14($)—f14(0)_ ) :I:xQ—O_ ) B
e (R e R R
co wynika z oszacowan
— o] <dx <]
i twierdzenia o trzech funkcjach. Znak "+” jest znakiem ”+” albo ”—" w zaleznosci

od tego, czy x jest liczba wymierng, czy nie.

Widzimy wigc, ze rézniczkowalnosé w jednym punkcie nie wymusza ciagtosci w zad-
nym punkcie oprocz niego.

W2zOR NA POCHODNA ILOCZYNU: Jezeli funkcje f i g sa rézniczkowalne w punkcie g,
to funkcja fg tez jest rézniczkowalna w tym punkcie i zachodzi rownosé

(f9) (w0) = f'"(20) - g (x0) + f (x0) - ¢’ (o) -

Dowdd:
(f9) (an) = Jim TP E 0120
_ i £ (®)9(@) = f(20) g (2) + f(20) -9 (2) = f (20) g (w0) _
=ty (P ) 4 ) SDZIED) ) )+ 0) - ()

W powyzszym rachunku skorzystaliSmy z cigglosci funkcji ¢ w punkcie xq, ktora to
ciggtos¢ wynika z zatozenia rézniczkowalnosci.

W zalozeniu rézniczkowalnosci w punkcie 2 mieéci sie takze zalozenie, ze punkt zo jest punktem
wewnetrznym dziedziny funkcji f.
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Styczna do wykresu funkcji.

Co to jest styczna?, kazdemu sic wydaje, ze wie. Ale poniewaz w geometrii przede
wszystkim mowi si¢ o prostej stycznej do okregu, wiele os6b btednie mysli, ze istota
stycznosci jest posiadanie przez prostg doktadnie jednego punktu wspolnego z krzywa,
do ktérej ma by¢ styczna.

Tymczasem parabola o rownaniu y = x° ma doktadnie jeden punkt wspélny z kazda
prosta pionowg, chociaz prostej tej za styczna nie uwazamy. Z kolei styczna do krzywej
o réwnaniu y=x3 w dowolnym punkcie oprécz (0, 0), przecina te krzywa w jeszcze jednym
punkcie oprécz punktu stycznosci. A jesli krzywa jest mocno pozawijana lub pofalowana,
to styczna moze miec¢ z nig nieskonczenie wiele punktéow wspolnych.

O co chodzi z ta styczng? Otéz prosta styczna do danej krzywej w danym punkcie
tej krzywej to prosta, ktora przechodzi przez ten punkt, a ponadto ma kierunek zgodny
z kierunkiem tej krzywej w tym punkcie, czyli jest to taka prosta, ktora najlepiej przybliza
te krzywa w poblizu punktu stycznosci. To jest oczywiscie tylko intuicyjny opis, ale zanim
przejdziemy do Scislejszej definicji, musimy sobie wyja$ni¢, o co nam chodzi.

Gdybys$my chcieli narysowac prosta, ktéra jest prawie styczna do krzywej w ustalo-
nym punkcie, moglibySmy wybraé¢ drugi punkt na tej krzywej bardzo blisko rozwazanego
punktu i poprowadzi¢ prosta przez te dwa punkty. W skrocie: moglibySmy rozwazy¢
sieczng przez dany punkt i inny punkt bardzo blisko niego. Jezeli otrzymana prosta pra-
wie nie zalezy od wyboru bardzo bliskiego punktu, to jest to prawie styczna do krzywej.
To powtarzajace sie "prawie” sugeruje jakies przejécie graniczne.

2

Nie zapytaliscie, co to jest krzywa. To dobrze, ze nie zapytaliscie. Bo nie czas i miejsce,
aby na tak postawione pytanie precyzyjnie odpowiada¢. Nas beda interesowaé krzywe
bedace wykresami funkcji, a wlasciwie to stowo krzywa jest tu pewnym naduzyciem,
bo wykresu funkcji f14 raczej krzywa nie nazwiemy, chociaz o stycznej do wykresu tej
funkeji w punkcie (0, 0) mozemy méwic.

Tak wiec dla danej funkcji f i punktu zq z jej dziedziny, styczna do wykresu funkcji f
w punkcie (xg, f(zo)) bedziemy chcieli® nazwaé granice! siecznych przechodzacych przez
punkty (xo, f(x)) oraz (z1, f(z1)), gdy =1 dazy do x.

Prosta przechodzaca przez punkty (zo, f(x)) oraz (x1, f(z1)) ma wspdlczynnik kie-
runkowy bedacy ilorazem réznicowym funkcji f, a mianowicie

1) = f(xo)
r1—To
wobec czego réwnanie tej prostej wyglada nastepujaco:

y=f<xo>+<x—xo>-w.

2Doktadniej: prosta styczna do krzywej.

3Deklaruje jedynie szczere checi, bo nie wiemy przeciez, czy tak okreslona styczna bedzie w ogéle
istniala.

4Nie definiuje precyzyijnie, czym jest granica prostych. Odwotuje sie tu raczej do intuicji.
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Jesli teraz x; bedzie dazylo do xp, to w granicy powyzsze réwnanie prostej przyjmie
postac

y = f(xo) + (x—x0) - f'(0),

pod warunkiem, ze funkcja f jest rozniczkowalna w xy. I to jest rGwnanie stycznej
do wykresu funkcji f w punkcie (xq, f(z0)).

Geometryczna interpretacja pochodnej moze by¢ wystowiona nastepujaco: Pochod-
na funkcji w punkcie to wspétezynnik kierunkowy® prostej stycznej do wykresu funkeji
w rozwazanym punkcie.

Pochodne jednostronne.

Rozwazmy funkcje f:R — R okre§lona wzorem f(z)=|z|. Usilujac wyznaczy¢ jej
pochodng w punkcie 0 piszemy

: =0 e
FO) =l 5=y =iy, = lnysen(@)
i stwierdzamy, ze granica ta nie istnieje, w zwiazku z czym funkcja f nie jest réznicz-
kowalna w zerze. Jednak w ostatniej granicy istnieja granice jednostronne. Te granice
jednostronne nazwiemy pochodnymi jednostronnymi funkcji.

I tak pochodng lewostronng ogélnej funkeji f w punkcie xy nazwiemy granice®

- - flx) = flzo
' a0) = £ (a5) = tim LD =TT,
T €Xr — I‘O
a pochodng prawostronng granice
"(x9) = f(z]) = lim —F——~"~,
fi(@o) = f(z7) e S
Wedlug obecnie rozpowszechnionych oznaczen pochodne jednostronne oznacza sie przez
f' (o) oraz fl(x), ale ja uzywam staro$wieckich oznaczen f'(zy) oraz f'(x7), ktore
pomimo pewnych wad maja te zalete, ze bez problemu mozemy je zastosowaé do funkcji
oznaczonych literkg z dolnym indeksem.

Wracajac do funkcji f(z)=|z|, mamy f'(07)=—1 oraz f'(07)=1.

Warunkiem koniecznym rézniczkowalnosci funkeji f w punkcie zq jest istnienie i row-
nos¢ pochodnych jednostronnych w tym punkcie. Mozemy wiec uzy¢ pochodnych jed-
nostronnych do badania rézniczkowalnosci funkcji sklejanej z dwoch lub wiecej wzordow
obowigzujacych w kolejnych przedziatach, czego ilustracja jest zadanie na koncu tego
wyktadu.

5Czyli tangens kata nachylenia stycznej. A kat nachylenia stycznej to kat, jaki styczna tworzy z do-
datnia potosia OX.
60 ile ta granica lewostronna istnieje.
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Ale pochodne jednostronne opisuja tez zachowanie funkcji okre$lonej na przedziale
domknietym, na przyktad funkcja zdefiniowana wzorem

f(@)=va?
jest okreslona na przedziale [0, 00), wobec czego nie mozna méwi¢ o pochodnej w punk-

cie 0, bo nie jest to punkt wewnetrzny dziedziny. Jednak swietna namiastka pochodnej
jest pochodna prawostronna:

F/(07) = lim J@) =10y Vet lim vz =0.

z—0+ T — r—0t I z—0+

454. Wyznaczy¢ takie liczby a i b, aby funkcja f okreslona wzorem
fl@)={z} +a{2}*+b-{z}

byta rézniczkowalna.

Rozwigzanie:
Poniewaz funkcja f jest okresowa z okresem 1, wystarczy zapewni¢ jej rozniczkowalno$é
na pojedynczym okresie.

Ponadto dla z € (0, 1) mamy

flx)=2"+a-2*+b-x,

skad wynika, ze f jest rézniczkowalna na przedziale (0, 1), a wobec okresowosci jest
rozniczkowalna we wszystkich punktach niecatkowitych.

Pozostaje zapewni¢ rézniczkowalnoéé w punktach catkowitych, czyli” w jakimkolwiek
punkcie catkowitym. Warunkiem koniecznym rézniczkowalnosci jest ciagtosé, ktora dla
punktu 1 sprowadza sie do réwnoéci granic

xlir?_f(x):a—kb—l—l oraz f(l):xlirﬂf(x)zﬁ
Stad warunek a+b+1=0 jest warunkiem koniecznym i dostatecznym ciggltosci funkcji f.
Jezeli juz f jest ciggla, to
f(x)=2’+a-2*+b-x
dla kazdego z € [0, 1]. To oznacza, ze
f'(z)=32*+2ax+b
dlaz€(0, 1), ale powyzszy wzor daje takze pochodne jednostronne na koncach przedziatu
0, 1
o f(0%) =0, f(17)=34+2a+b.
7 uwagi na okresowos¢ funkcji f, dla kazdej liczby catkowitej n mamy
f'(nt)=0, f'(n7)=3+2a+b.
Wobec tego rozniczkowalnosé funkeji f sprowadza si¢ do réwnosci powyzszych pochod-
nych jednostronnych:

b=3+2a+b, czyli 3+2a=0.

Rozwiazanie otrzymanego uktadu réwnan prowadzi do a=—-3/21b=1/2.

"Ze wzgledu na okresowos¢.
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