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Pochodna funkcji.

Wyobrazmy sobie przedmiot, ktéry zostat upuszczony z duzej wysokosci w chwili
t=0. Przypu$émy, ze mamy mozliwos¢ precyzyjnej obserwacji jego potozenia w zalezno-
$ci od czasu i stwierdziliémy!, Ze po t sekundach ruchu ciato przebyto droge? 5t metréw.
Poza obserwacja potozenia nie mamy jednak srodkéw do bezposredniego mierzenia in-
nych wielkosci fizycznych zwigzanych z tym ruchem, np. predkosci. A wlasnie predkosé
chwilowa ciala po uptywie 2 sekund od rozpoczecia ruchu by nas interesowata.

Odgrzebujac w pamieci najbardziej elementane fizyczne wzorki® przypominamy sobie
wzér na $rednia predkosé. Ot6z jesli jakis obiekt (spadajace ciato lub samochéd na szosie)
przebyto w okreslonym czasie okreslona droge, to srednia predko$é w czasie tego ruchu
jest ilorazem drogi przez czas. Jesli bowiem samochod przejechat 240 kilometréw w ciagu
3 godzin, to nie trzeba by¢ ekspertem z fizyki, aby wiedzie¢, ze oznacza to Srednia
predkosé¢ 80 km /h.

Wracajac do spadajacego przedmiotu, oznaczmy przez r(t) =5t* droge przebyta przez
ciato do chwili t. I zapytajmy o $rednig predkos¢ w drugiej sekundzie lotu, czyli w ciggu
sekundy poprzedzajacej interesujacy nas moment ¢t =2. Zgodnie ze wzorem na predkosé
srednig otrzymujemy

r(2)—r(1) 205
2—-1 1
co oznacza, ze szukana predko$é éredniat wynosi 15 m/s.

Podobnie rozumujac, mozemy obliczy¢ $rednig predkosé ciata w sekundzie nastepuja-

cej po chwili ¢t =2:

=15,

r(3)—r(2) 45-20
3-2 1
To sugeruje, ze w chwili ¢ =2 cialo spdato z predkoscia pomiedzy 15 i 25 metréw na se-
kunde. Jest to malo doktadne, gdyz rozwazane przez nas przedzialty czasowe sg zbyt duze
jak na dynamicznie zmieniajaca sie predkosé.
To moze rozwazmy jedna dziesiata sekundy po interesujacej nas chwili i wyliczmy
Srednig predkosc:

25.

r(2,1)—7r(2)  22,05-20

2.1-2 0,1
A jedna setna sekundy przed t =2 daje srednig predkos¢ rowng:
r(2)—r(1,99) 20-19,8005

2—-1,99 0,01

=20,5.

=19,95.

"'Wszelka wiedze fizyczna dotyczaca np. ruchu jednostajnie przyspieszonego, odlézmy na razie na bok.

Biegli w fizyce dostrzega od razu liczbe 5 jako polowe przyspieszenia ziemskiego (w metrach na se-
kunde do kwadratu) zaokraglonego do liczby catkowite;.

3Nawet znajomo$é fizyki nie jest tu zbytnio potrzebna, bo w zupelnosci wystarczy zyciowy rozsadek
i rozumienie wielkosci wystepujacyh w codziennym zyciu.

4Zwréémy uwage, ze w fizyce wielkoéci fizyczne na ogél maja jednostki fizyczne, podczas gdy w ma-
tematyce postugujemy sie liczbami niemianowanymi zostawiajac ewentualne jednostki w domysle.
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I jeszcze milisekudna po:
7(2,001) —r(2)  20,020005—20
2,001—2 0,001
Trudno sie oprze¢ wrazeniu, ze otrzymywane przez nas wielkosci zblizaja sie do 20 m/s.
Widzimy bowiem, ze $rednia predkos¢ ciata w krétkim przedziale czasowym w poblizu
t =2 jest bliska 20. Czujemy, ze im krotszy przedzial czasowy, tym lepiej $rednia pred-
kos¢ oddaje predkos¢ chwilowa. Przejdzmy wiec do granicy i uznajmy graniczng pred-
ko$¢ za predkosé chwilowa. A doktadniej, wyliczmy predkosé érednig w czasie® od t =2
do t =2+ At i przejdzmy z At do zeraS.
W konsekwencji za predkos$é¢ chwilowa w chwili ¢ =2 uznalibysmy liczbe
. r(24+A)—r(2) . 20+20At+5AE —20
lim = lim
At—0 At At—0 At
czyli tak jak podejrzewalismy.

=20,005.

— lim 204+5A¢ =20,
At—0

W opisanej wyzej sytuacji fizycznej, mieliSmy podang funkcje potozenia ciata w za-
leznosci od czasu i zainteresowaliSmy sie chwilowa predkoscig zmiany wartosci tej funkcji
na jednostke czasu.

Ujmujac to w ramy matematyczne: niech funkcja f: Dy — R bedzie okreslona na prze-
dziale otwartym lub sumie” przedziatéw otwartych®. Dla punktu o€ Dy i liczby h na tyle
bliskiej zeru, aby przedzial pomiedzy® xg i zo+ h byl zawarty w Dy, rozwazamy $redni
przyrost wartosci funkcji na jednostke argumentu'® na tym przedziale:

f(zo+h)—f(x0)

Y .
W przypadku, gdy f jest funkcja opisujaca potozenie ciata w zaleznosci od czasu, powyz-
sza wielokos¢ odpowiada sredniej predkosci spadajacego, czy inaczej poruszajacego sie
ciata. To, co odpowiada predkosci chwilowej, to granica powyzszego ilorazu réznicowego
przy h dazacym do zera. Oczywiscie w $wiecie fizycznym taka predkos¢ chwilowa istnieje,
bo kazde cialo ma jaka$ predkosé!!, natomiast w matematyce rozwazamy funkcje, ktore
nie odpowiadajg potozeniu zadnego ciata w realnym swiecie. Trudno bowiem zrealizo-
waé funkcje w stylu funkcji Dirichleta i rozwazac¢ ciato, ktére w chwilach wymiernych
jest we Wroctawiu, a w niewymiernych w Warszawie.

5Zauwazmy, ze At moze byé ujemne — wtedy oznacza to rozwazanie krétkiego przedziatu czasowego
przed interesujacym nas momentem.
SW fizyce przejécie graniczne czesto realizuje si¢ méwiac, ze At staje si¢ nieskoficzenie matym przy-
rostem czasowym.
"By¢ moze nieskonczenie wielu.
8W pewnych sytuacjach dopuscimy przedzialy domkniete, ale zrywamy tu z rozwazaniem funkcji
okreslonych na dowolnych podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych.
9 Jestem skazany na stowny opis przedziatu, jesli nie chce deklarowaé, czy h jest ujemne czy dodatnie.
10pgdane wyrazenie jest zwane ilorazem réznicowym.
HMéwimy tu o fizyce klasycznej, a nie kwantowej, wiec prosze mi tu nie wyjezdzaé¢ z zasada nieozna-
czono$ci Heisenberga.
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Tak wiec chwilowa predkos¢ wzrostu wartosci funkcji f na jednostke argumentu
w punkcie x( jest réwna
lim f(@o+h)— [ (x0)

h—0 h ’

przy czym nie mamy zadnej gwarancji, ze powyzsza granica w ogoéle istnieje.

Po tym wstepie dajacym motywacje wprowadzanego pojecia przejdzmy do systema-
tycznego uporzadkowania definicji i wtasnosci.

Niech funkcja f: Dy — R bedzie okreslona na przedziale otwartym lub sumie prze-
dziatéw otwartych i niech zy bedzie punktem jej dziedziny.

Jezeli istnieje granica

lim f(zo+h)—f(x0)
h—0 h

Y

to funkcje f nazwiemy rézniczkowalng w punkcie xg, a wyzej okreslong liczbe nazwiemy
pochodng funkcji f w punkcie zy i oznaczymy przez'? f'(xq). Jedli za$ ta granica nie
istnieje, to powiemy, ze funkcja f jest nierézniczkowalna'® w punkcie .

Funkcjga pochodng!? funkcji f nazywamy funkcje f’ okreslong wzorem
flz+h)—f(z)
h )
ktorej dziedzing stanowi zbior tych x € Dy, dla ktorych powyzsza granica istnieje. For-
malnie rzecz biorac, dla kazdej funkcji f moge stworzy¢ funkcje f’, najwyzej bedzie miata
pusta dziedzine. Jednak na co dzien nie rozwazamy takich sytuacji patologicznych i zapi-
su f" uzywamy wtedy, gdy f jest rézniczkowalna w kazdym, badz prawie kazdym punkcie
swojej dziedziny. Jesli powiemy o funkcji, ze jest rézniczkowalna, to znaczy, ze jest roz-
niczkowalna w kazdym punkcie swojej dziedziny. W przeciwnym razie powiemy, ze jest
nierézniczkowalna, ewentualnie doprecyzujemy: jest rozniczkowalna w catej dziedzinie
za wyjatkiem punktow takich a takich.
Definicje pochodnej mozna przepisa¢ w postaci réwnowaznej’:
f/(ﬂi) — lim f(y) —f(I) ]

f'(w)=lim

12To oznaczenie wyglada w tym momencie do$é dziwnie, bo sugeruje, ze mamy jakas funkcje f’
i bierzemy jej warto$¢ w punkcie xg. Za chwile zobaczymy jednak, ze z pochodnych w poszczegdlnych
punktach dziedziny poskladamy sobie funkcje, ktéra oznaczymy wlasnie przez f’.

BInne okredlenia: funkcja f nie ma pochodnej w zg, pochodna funkcji f w g nie istnieje.

MLub krécej: pochodna.

5 Faktycznie jest to tylko zmiana oznaczen.
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W prostych przypadkach pochodna funkcji mozemy wyliczy¢ korzystajac bezposred-
nio z definicji:

450. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(z)=z>.

Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej otrzymujemy:

_ 2_ 2
f(z)= limM:hmu =limy+x=2x.
Yy—x y—x y—x y—x Yy—x

451. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzoér na pochodna funkeji f
okreslonej wzorem f(z)=1/x na zbiorze R\ {0}.

Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej otrzymujemy:
1 1 T—y
- y z . xy . —1 1
f'(z) = lim 1) = f(x) = lim ¥ = lim ¥ =lim-—=——.

452. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzér na pochodnag funkeji f
okreslonej wzorem f(x)=+/z na przedziale (0, co).

Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej i korzystajac ze wzoru na réznice kwadratéw otrzymujemy:
— T — 1 1
f’(x)zlimM:hmM:hm — _
y—z y—x y—=r oy —x y—x \/E—f—\/y Qﬁ
* x % % x % ok k% X x % *
LS LS [ X

To, co byto do tego momentu,
wystarczy do rozwigzywania zadan z listy 18.

x k0 k% O S S * ok Xk *
* * ok X *

Wyjasnienia wymaga stosowanie odpowiednich zapiséw dla oznaczenia pochodnej.
Otéz prim mozemy dopisa¢ jedynie do symbolu oznaczajacego funkcje. Natomiast jesli
sama funkcja nie zostata przez nas oznaczona, a dysponujemy jedynie wzorem ja defi-
niujacym, to nie powinnidmy uzywac prima dla oznaczenia pochodnej. Starajmy sie wiec
unika¢ zapisu'® w stylu

(1:2>/ =2z,

chociaz trzeba uczciwie przyznaé, ze taki zapis rzadko prowadzi do nieporozumien.

160d biedy zapisu tego mozna probowaé bronié twierdzac, ze (:c2: xGR) oznacza przedmiotowa
funkcje, (m2: xGR)/ oznacza pochodng tejze funkcji, natomiast (x2)/ jest skrécona wersja napisu
(w2 B AS ]R)/.
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Dla oznaczenia pochodnej funkcji zdefiniowanej wzorkiem zaleznym od x mozemy
uzy¢ operatora'” L. T tak mozemy napisa¢

d ,
—x=2r.
dx
Mozna tez napisac
d z? 5
— =2x.
dz
To samo mozna wyrazié¢ uzywajac jako zmiennej jakiejkolwiek'® innej literki, na przyktad:
d o
—t°=2t.
dt

Oczywiscie w praktyce nie obliczamy pochodnych funkeji z definicji, sa wzory, ktore
na to pozwalaja. Wzory te sktadaja si¢ z tabelki pochodnych podstawowych funkcji oraz
przepiséw, jak oblicza¢ pochodng funkcji utworzonej z nich przez okreslone operacje.

Oto wzory na pochodne podstawowych funkc;ji'?:

d

—C=0 CeR
dx
=1
dmx
d
— " =na" ! neN
dz
d a a—1 ER\{O}
—x%=ax a
dx
d X X
—et=¢
dx
e =~
d:cnx T
d .
—sinz =cosx
dx
%cosx:—sinx
1
@arctgx = 211

TQczywiscie napis ten traktujemy jako calo§é, niech nikomu nie przyjdzie do glowy upraszczanie
literki d w liczniku i mianowniku.

8No dobrze, nie zupetnie dowolnej, bo na przyklad nie mozna w tym kontekécie oznaczyé¢ zmiennej
literka d.

9Niektére wzory sa niepotrzebne, bo sa szczegdlnymi przypadkami innych wzoréw, ale warto te
szczegblne przypadki wyraznie sformutowaé.
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A tak wygladaja wzorki na pochodng® funkcji uzyskanej z innych funkecji:
(f+g9)=f+d
(f=9)=f-4¢
(f9)'=fg+fd
(f)’: f'g—1yg
g 9

Oprocz tego warto spojrzeé¢ na pewne szczegolne przypadki zastosowania powyzszych
WZOTOW:

dif(ﬂf—l—a):f/(x—l—a) 4R
d !

If(aﬁ)za-f(ax) WeR
d !

dr’ a-flz)=a-f(z) acR
d 2 _ I

d ef (@) — of(2) f( )

4 )

&= 5w

(fgh)' = f'gh+fg'h+ fgh’
2 Fo(h(a)) = (g(h(@) o (h(w) - (x)

A na koniec dzisiejszego wyktadu przyktad nieoczywistego sprowadzenia pochodnej
potegi do podanych wyzej wzorow.

453. Wyprowadzi¢ wzér na pochodna funkeji f: (0, co) — R okreslonej wzorem
flx)=2a".
Rozwigzanie:
Sztuczka polega na wyrazeniu potegi przy pomocy mnozenia i funkcji wyktadniczej oraz
logarytmicznej:
d d . d

d 1
()= %x” = %elm = %e”mx — oz, %z-lnm =z"- <1 -ln:z:—l—x-:n) =z (1+1Inx) .

20Jak zwykle rozumiemy je tak: Jedli funkcje f i g sa rézniczkowalne, to podana funkcja jest réznicz-
kowalna i jej pochodna wyraza si¢ podanym wzorem.
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