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Cigglos¢ i granica funkcji — uzupelnienie.
Twierdzenie o trzech funkcjach.

Twierdzenie o trzech funkcjach jest przeniesieniem twierdzenia o trzech ciggach z gra-
nic ciaggéw na granice funkcji. Mozna je udowodni¢ odwotujac sie do definicji ciago-
wej (Heinego) granicy funkcji, ale ja dow6d pomine, ograniczajac sie do sformutowania.
Woezesniej jednak idea. W twierdzeniu o trzech ciggach chodzi o to, ze jesli potrafie
oszacowa¢ wyrazy ciggu od géry i od dotu przez ciggi zbiezne do tej samej granicy,
to rozwazany ciag jest zbiezny do tejze wspolnej granicy oszacowan. Dla funkcji idea
wykorzystania oszacowan jest analogiczna.

TWIERDZENIE O TRZECH FUNKCJACH: Niech x € [—00, +00] bedzie punktem skupie-
nia dziedziny Dy funkeji f. Jezeli funkcje fo i f1 sa okreslone w Dy w poblizu' punktu o,
a ponadto zachodza tam nieréwnosci

folz) < fz) < filz),

2

to z istnienia® i réwnosci granic

lim fo(z) :mhjglofl(x)

T—xo

wynika, ze takze granica lim f(z) istnieje i jest im réwna.
T—xT0

Najprostszym modelowym przyktadem zastosowania twierdzenia o trzech funkcjach
jest problem obliczenia granicy
lim xsin — .
z—0 €T
Poniewaz sinus przyjmuje wartoéci z przedziatu [—1, 1], szacujemy wyrazenie pod
znakiem granicy od gory i od dotu:
1

—r < zrsin— < x
T

1 zauwazamy, ze
lim —z=limxz=0.
z—0 x—0

Stad na mocy twierdzenia o trzech funkcjach

limxsin—=0.
z—0 €T

Wyglada dobrze? To sprébuj znalezé blad, zanim zajrzysz na kolejng strone.

LA doktadniej sa okre$lone na pewnym zbiorze postaci:
Dyn(zo—96, zo+9)\{xo}, gdzie § >0 — w przypadku zo € R,
DN (N, +00), gdzie N € R — w przypadku zg =400,
D¢N(—o0, N), gdzie N € R — w przypadku z¢ = —oc.

2W zasadzie o twierdzeniu o trzech funkcjach méwimy, gdy granice te sa skonczone. Ale dla niekoficzo-
nych granic niewlasciwych tak sformutowane twierdzenie tez jest prawdzie, tyle Ze lepiej méwi¢ o twier-
dzeniu o dwéch funkcjach. Jesli bowiem fo(z) < f(x) oraz xlina} fo(x) =+o00, to takze qclirgcl f(z)=+c

— o T—To

bez konieczno$ci szacowania f od gory.
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No tak, x-owi tak dodatnio z twarzy patrzy, ale w rzeczywistosci podane oszacowania
sg fatszywe dla z < 0. Powinno by¢:

1
—|z| < zsin— < |z|.
x

Kolejny przyktad to granica:

Az korci, aby napisac

V2
2 1
lim 1+£ = lim | |1+ —eV?,

Jedli jednak definiujemy liczbe e jako granice ciggu

: 1\"
lim (1—{—) ,
n—oo n

1 x
czyli jako granice lim f(n), gdzie f(z) = <1+ ) , to nie mamy prawa twierdzi¢, ze
n—oo T

i 1+—— = 1i — | =e,
nl_I,Eo( n/\/§) ”H’gof<\/§> ‘

gdyz to wymagatoby wiedzy, ze

: : 1\*
i )=t (1) =c.

1 T
Jednak intuicyjnie wydaje sie, ze warto$¢ wyrazenia (1—1— ) zalezy przede wszystkim
x
od rozmiaru z, a nie od tego, czy x jest catkowite, czy wymierne, czy moze niewymierne.
Zbieznosé ciggu
1 n
lim (1 -+ > =e
n—odo n
mozemy rozszerzyC na granice funkcji

. 1\*
lim <1+> =e
T—+00 x

korzystajac z oszacowan®:

(”[x]1+1>w<”[x11+1)1:<”[x11+1>m <(1+3) <

(o) () (o)

i zauwazajac, ze oszacowania dolne i gérne daza do e przy = — +o00, gdyz [z| przyjmuje
tylko wartosci naturalne.

3Dla z > 1.
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Asymptoty.

Asymptota funkeji* to prosta, ktérej odlegtosé od wykresu funkeji dazy do zera, gdy
poruszamy sie po tej asymptocie do nieskonczonosci (w jedng badz druga strone). Asymp-
toty sa przydatne przy szkicowaniu wykresu funkcji.

Wyznaczanie asymptot odbywa sie nastepujaco:
e Prosta o réwnaniu x =z jest asymptotg pionowa funkcji f wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi co najmniej jeden z warunkow:

lim f(z)=+o0 asymptota pionowa lewostronna
T—x
lirn(i flz)=—00 asymptota pionowa lewostronna
ZE—>Z'0
xhr?Jr f(z) =400 asymptota pionowa prawostronna
%o
mlir;rjl+ f(z)=—00 asymptota pionowa prawostronna
—Zo

Asymptote pionowg nazywamy obustronng, jesli jest jednoczesnie lewo- i prawostronna.
e Asymptota ukosng funkcji f w 400 (inaczej: prawostronna) nazywamy prosta
o rOwnaniu y = ax + b, gdzie

b= lim f(x)—ax

T—+00
pod warunkiem, ze obydwie powyzsze granice istniejg. A doktadniej, nazwy asymptota
ukos$na uzywamy w przypadku a # 0, natomiast w przypadku a =0 mamy

lim f(x)=0b

T——+00
i woéwczas prosta o rOwnaniu y = b nazywamy asymptota pozioma.
e Asymptoty ukosng funkcji f w —oo (inaczej: lewostronng) wyznaczamy analo-
gicznie, z tym ze granice liczymy w —oo.

447. Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f okreslonej wzorem

31
fla) =5t

Rozwigzanie:
Funkcja f jest okreslona i ciggla na zbiorze Dy =R\{—1, 1}, w zwiazku z czym jedynymi
kandydatami na asymptoty pionowe sg proste o rownaniach = —1 oraz x =1.

Sprawdzamy:

) A . ri4ax+1
Jm f@)=tm o= e T
> +r+1

lim f(z)= lim — =

r——11 z——11 rx+1

4Mozna tez méwié: asymptota wykresu funkcji, asymptota krzywej bedacej wykresem funkecji.
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2
“+zx+1 3
hmf( )=lim———=—
=1 41 2
Wobec tego prosta o rownaniu z = —1 jest asymptota pionowa, a prosta o réwnaniu

x =1 nie jest.

Wyznaczamy asymptoty uko$ne/poziome®:

51
ae lim 29 o Ty
z—too g z—»:i:oo],‘3—:lj'
21 . r-1-23+2z
b= lim flo)—aw= l 57 -o= lp ——pm——=0

Zatem asymptota uko$na (obustronna) jest prosta o réwnaniu y = x.

448. Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f okredlonej wzorem
flz)=Va?2+1.

Pytanie dodatkowe®: Jak nazywa sie krzywa bedaca wykresem funkeji f ?

Rozwigzanie:
Poniewaz funkcja f jest ciagta na calej prostej rzeczywistej, nie ma mowy o asymptotach
pionowych.

Szukamy asymptoty uko$nej w +o0o:

a= lim M: lim
r—+00 T——+00

VIR P
T

m—>+oo

b= lim f(z)—ar= lim Va?+1—z= lim

T——+00 x—-+00 T—+00 4 /1’2 1+ LE

Zatem funkcja posiada w +oo asymptote ukosng o réwnaniu’ y = x.
Szukamy asymptoty ukosnej w —oo:

. flx) . V241 . :c2+1
a= lim —%= lim —— = lim

b= lim f(z)—ar= lim Vz?2+1—z= lim
x—>—oof( ) T——00 T—— oo,/x2 +£L‘

Zatem prosta o rownaniu y =z jest rOwniez asymptotg ukosng w —oo.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, naszkicuj przebieg funkcji f uwzgledniajac
nastepujace dwa fakty:

e Funkcja f przyjmuje tylko wartosci dodatnie.

e Prosta o réwnaniu y = x jest asymptotg ukosng funkcji f w —oo.

5Mozna prébowaé jednym rachunkiem wyznaczy¢ asymptoty w +oo i —oc. Okazuje sie, ze dla funkcji
wymiernych, jesli asymptota uko$na/pozioma istnieje, to jest obustronna.

60dpowiedZ na nastepnej stronie.

"Nie chce niepotrzebnie komplikowaé przedstawianych przykladéw, stad po raz kolejny asymptota
jest najprostsza ukosna prosta.
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Nie udato sie naszkicowa¢ wykresu spetniajacego podane dwie przestanki? Ot przy-
kros¢. Co poszto nie tak? Otéz przy wyznaczaniu asymptoty w —oo trzeba uwzglednic¢
ujemno$¢ x-a, wobec czego rachunki przyjma postac:

. f(x) . Va4l . Vat+1 . 2241
a= lim ~—=lim —= lim ——=— lim 4| —=-1
T——00 T——00 €T T——00 _ /2 T——00 T2
1
b= lim f(z)—ar= lim Va?+14+z= lim ————=0
T— —00 T——00 T——00 4/ 2 +1—2

Tak wiec asymptotyg w —oo jest prosta o rownaniu y = —x. Nic dziwnego, skoro bowiem f
jest funkcja parzysta, to jej wykres jest symetryczny wzgledem osi OY, a w konsekwencji
asymptota w —oo jest symetrycznym odbiciem asymptoty w +oo.

A wykres funkcji f jest krzywa o rownaniu
y=var+l,
czyli
2 _ .2
y'=z"+1, y>0
lub inaczej®
yi—a2?—1=0, y>0,

(y—2)(y+z)=1, y>0.

Jest to wiec hiperbola, a doktadniej potowa® hiperboli.
Wtasnos$é Darboux funkcji ciggtych.

DEFINICJA: Powiemy, ze funkcja f okreélona na przedziale!® I ma wlasnoéé Darbo-
ux, jezeli miedzy kazdymi dwoma wartosciami przyjmuje wszystkie wartosci posrednie.
Doktadniej:

Dla kazdych a, be I, gdzie a<b, i kazdego w pomiedzy! f(a)i f(b) istnieje takie c€ (a, b),
ze f(c)=w.

TwierDzENIE: Kazda funkcja ciagla na przedziale ma wtasno$é Darboux.

449. Udowodni¢, ze réwnanie ¥ =5 ma rozwigzanie rzeczywiste x.
Rozwigzanie:
Poniewaz funkcja f: (0, o0) — R okre§lona wzorem f(z)=z" jest ciagla, a ponadto
f(2)=4<5<27=f(3),

funkcja ta przyjmuje wartosé 5 w jakims punkcie przedziatu (2, 3). Argument, dla ktérego
wartos¢ b jest przyjmowana, jest wlasnie rozwiazaniem podanego réwnania.

8Niech kazdy sobie wybierze wersje, ktéra mu najbardziej odpowiada.

9Zwana czasem galezia hiperboli.

OMoze to byé przedzial otwarty lub domkniety, ograniczony lub nie. Wazne, aby dziedzina funkcji
byla spdjna, czyli sktadata si¢ z jednego kawalka.

UTrudno to zgrabnie zapisaé¢ nieréwno$ciami, bo nie wiemy, ktéra liczba jest wicksza: f(a) czy f(b).
Jedli f(a) < f(b), to wymagamy f(a) <w < f(b), a jesli f(a) > f(b), to zadamy f(b) <w < f(a). Mozna
tez zapisa¢ to w mniej czytelnej, ale zwartej postaci: w= f(a)+¢-(f(b)— f(a)), gdzie t € (0, 1).
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Koniecznie trzeba w tym miejscu przywotaé przyktad funkcji fi2 z wyktadu 20:

1
sin— dla x#0
f12<x): z DleZR
0 dla =0

Jest to bowiem funkcja nieciagta, ktora jednak ma wtasno$¢ Darboux. To rozwiewa
przypuszczenia, ze witasnosé Darboux jest rownowazna cigglosci.

Przyktad ten moze jednak nasunaé¢ inne btedne przypuszczenia. Wykres funkeji fio
jest bowiem czyms, co kojarzymy z linig, a nieciaggtos¢ bierze sie z zageszczenia tej linii
koto zera. Nieprzerwang linie mozemy za$ kojarzy¢ z wlasnosciag Darboux — bo wtasnie
takie nieprzerwane linie nie pozwalaja funkcji przeskoczy¢ i pominaé niektorych wartoscei.

Musicie mi zaufa¢, bo tego nie skonstruuje, ale istniejg funkcje, ktore w kazdym
przedziale!'? przyjmuja kazda wartoéé rzeczywista nieskoniczenie wiele razy. Wykres takiej
funkcji jest gesty na calej ptaszczyznie. Taka funkcja ma wtasno$é Darboux, ale mozna
obrazowo powiedzie¢, ze jest catkowitym zaprzeczeniem cigglosci.

Twierdzenie Weierstrassa.

TwierDzeENIE: Kazda funkcja ciaglta na przedziale domknigtym jest og-
raniczona i osiaga swoje Kkresy.

Jest to bardzo wazne twierdzenie, bo méwi nam, ze funkcja ciggta na przedziale do-
mknietym osigga wartosci najwigksza i najmniejsza. Bedziemy z tego korzystaé szukajac
najmniejszej i najwiekszej wartosci funkeji przy uzyciu pochodnych. Gdyby nie byto wia-
domo, ze takie wartosci istniejg, metoda, ktora niedtugo poznamy, nie bytaby poprawna.

Uwaga: To, ze funkcja jest okreslona akurat na przedziale domknietym, nie jest
absolutnie konieczne. Doktadniej: jest zupeklie bez znaczenia, ze dziedzina funkcji jest
spojna (czyli w jednym kawatku). Natomiast kluczowe sa dwie wlasnosci dziedziny:

e 7¢ jest zbiorem ograniczonym,

e 7¢ jest zbiorem domknietym?!s.

Obie te wtasnosci (w przypadku podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych) tacznie sta-
nowia wtasnos¢ zwang zwartoscia.

Obejrzyj w internecie'* wyklad doc. Gérniaka z PWr:

Odcinek 34: Wybrane wlasnosci f. ciagtych (tw. Weierstrassa, tw.Darboux) na prze-
dziatach domknietych.

Nie przejmuj sie drobnymi réznicami terminologicznymi (np. dla funkeji ciggtej na
przedziale domknietym doc. Gérniak méwi o jednostronnej ciagtosci na koncach, a ja
dopuszczam nazywanie tego ciggtodcia na koncach).

12Choéby w kréciutkim przedzialiku.

137biér Z jest domkniety, gdy dla kazdego ciaggu zbieznego o wyrazach ze zbioru Z, granica tego ciggu
tez nalezy do zbioru Z.

1Link do wykladéw doc. Gérniaka: https://oze.pwr.edu.pl/kursy/analiza/analiza.html
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Jednostajna ciggtosé.

Przypomnijmy, ze zgodnie z definicja Cauchy’ego funkcja f jest ciagta wtedy i tylko
wtedy, gdy

- <€
oy B B 8, V@S @)
z—x0|<d

Poniewaz stojace obok siebie kwantyfikatory tego samego rodzaju mozna dowolnie
zamienia¢ miejscami, powyzszy warunek daje sie przepisa¢ w réwnowaznej postaci:

5\ZO xong 550 lmev;)lf& |f(x)—f(zo)|<e

Uktad poczatkowych trzech kwantyfikatorow mowi: do € i zp mamy dobraé takie 9,
aby dalej bylo to, co trzeba. Jednak dla niektérych funkeji'® dobér delty do epsilona nie
wymaga znajomosci zo (jest jednostajny w catej dziedzinie). Natomiast dla niektérych
funkcji wybér delty zalezy od zq. Jesli do doboru delty znajomo$¢ x nie jest konieczna,
to mozemy ostatni warunek przepisaé¢ jako:

- <
E\ZIO 6§|0 xo\EVIDf |.I¥)|f6 ‘f(x) f(x0)| §

lub krocej:
f (@)= f (zo)| <e

e>0 >0 =zo.z€Dy
lz—zq|<d

W tym momencie role xy i x sa rownouprawnione, co mozemy lepiej podkresli¢ zmie-
niajac literki oznaczajace zmienne:

By L, DTl

Powyzszy warunek jest definicja jednostajnej cigglosci funkcji f.

Jednostajna ciaglos¢ jest wtasnoscig silniejsza od ciagtosci.

I5Np. wtedy, gdy prawdziwa jest nieréwnoéé postaci

|f (@)= f)l<C-lz—yl,

z jaka mieliSmy do czynienia w wielu zadaniach.
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