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Granica niewtasciwa funkcji i granica w nieskonczonosci.

Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

f(x):xlfi-?.

Dziedzing tej funkcji jest Dy =R\{0}. Kiedy zblizamy sie z argumentem do zera, wartosci
funkcji nie zblizaja si¢ do zadnej liczby rzeczywistej, ale ich zachowanie jest uporzadko-
wane — daza one do nieskonczonosci. Chciatoby sie wiec zapisaé

1
lim < +7> =400
z—0 \ 72

i nazwac te granice granicg niewtasciwa funkcji f w punkcie 0.

Podobnie mozemy sie zainteresowa¢ wartosciami funkcji f dla x uciekajacych do nie-
skonczonosci. Jesli x jest bardzo duza liczba dodatnia, to f(z)~7. Chetnie zapisaliby$my
to jako

lim <1+7>:7.
T—+00 xz

Biorac pod uwage, ze zblizania do nieskonczonosci nie mierzymy epsilonem czy delta,
ale skrajnie duzymi czy skrajnie malymi'® liczbami, mozemy zapisa¢ odpowiednie definicje
granic i granic niewtasciwych w punktach skonczonych i nieskonczonych. Trzeba tylko
pamietac, ze jest sens pytac o granice

lim /=,

r——400

lim vz

r——00

ale pytanie o granice

nie ma sensu. Jesli bowiem interesuje nas granica funkcji w +o00, to przy +oo musza sie
skupia¢ punkty dziedziny, co sprowadza si¢ do tego, ze dziedzina musi by¢ nieograniczona
z gory?. Analogicznie, o granice w —oo mozemy pytaé¢ tylko wtedy, gdzy dziedzina jest
nieograniczona z dotu?.

Aby odswiezy¢ sobie mechanizm rozbieznos$ci do 0o w poréwnaniu ze zbieznoscig
do liczby skoniczonej, przywotajmy definicje granicy ciagu (w tym granic niewtasciwych):
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'Bardzo ujemnymi.
2Réwnowaznie: Istnieje cigg punktéw dziedziny rozbiezny do +oc.
3Réwnowaznie: Istnieje ciag punktéw dziedziny rozbiezny do —oo.

Wyktad 24 - 258 - 3.12.2020



Jarostaw Wroblewsk:

Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

To prowadzi nas do definicji granicy* funkeji sktadajacej sie z 9 przypadkéw®:
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Jm f(z)=—o0
Jum, f () = —o0
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4Plus oczywiscie zalozenie, ze graniczny argument jest punktem skupienia dziedziny.
®Bo mamy 3 przypadki na poziomie granicznego argumentu: skonczony, +oo, —oo. I takiez 3 przy-

padki na poziomie wartosci granicy.
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Okazuje sig, ze prostsza definicje uzyskamy formutujac ja w stylu definicji ciagowe;
(Heinego), gdyz wowczas 3 przypadki dazenia do liczby skonczonej lub +oo chowamy
w jednolicie zapisywalna granice ciagu (lub granice niewtasciwa).

DEFINICJA GRANICY FUNKCJI W PUNKCIE®: Niech g € [—00, +00] bedzie punktem
skupienia dziedziny D; funkcji f. Funkcja f ma w z( granice réwna g € [—oo, +0o0]
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (z,,), oy © wyrazach nalezacych do D\ {zo}
i dazacego” do wg zachodzi

Aim f(zn)=g.

Wowczas zapisujemy

lim f(z)=g.

T—T0

6Zauwaz nawiasy kwadratowe, ktére méwia, ze xg oraz g moga by¢ nieskonczone.
TZwréé uwage, ze stowo "dazyé” jest uniwersalne, bo obejmuje zaréwno zbieznoéé jak i rozbieznosé
do Fo0.
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