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Funkcje (c.d.).

Przy badaniu ciggtosci funkcji waznym elementem jest udowodnienie nieréwnosci wig-
zacych roznice argumentéw z roznicg wartosci funkeji. Dzis kilka przyktadéw pokazuja-
cych jak tego dokonaé dla niezbyt skomplikowanych funkcji.

322. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosc¢

[f (@) = f)l < |z —yl,

gdzie f(z)=+x%+37.

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy lewa strone dowodzonej nierownosci:

Va2 +37+/y?+37
z)— f(y)| = |Va? 37— 2+37‘:‘\/:c2+37— 2+37‘- -
@)= )= Vo VST s vy
_ |$2—y2| :\ac—y\ |.T—|—y| )
Va2 +37+y>+37 Va2 +37+y?+37

Dowdéd danej w tresci zadania nieréwnosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nos¢

|z +y]
Va2 43T+ yP 37
ktora jest rownowazna nieréwnosci
|z +y| < Va2 4374 /y2 +37.
Powyzszg nieréwnos¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac
réwnosé |x| =2

2 +y| < ||+ |y = Va2 +/y? < VI + 37+ +37.

9

323. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
flz) = Va2 +108.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierownosé

[z~
@) = FWI< 00

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
A —b = <a4—b4) ) (a4+b4) _ (a2—b2>-<a2+b2> ) (a4—i—b4) _
=(a—0b)-(a+0b)- <a2—|—b2) : <a4+b4) :
ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
ad—b®
(a+b)-(a?4b2)-(a*+b%)

a—b=
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Przyjmujac a = v/22+ 10° oraz b= 4%+ 105, zauwazamy, ze a—+b >0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

f )= £ )| = | VaZ 10 - g +10°| =
B (22 4+108) — (y*> +108)
(Va2 +103+ V2 +108) - (Va? + 105+ /2 +105) - (Va2 + 108+ /52 + 10F)
_ 2% —y?|
- (Va2 +105+ §42+10°) - (Va2 + 105+ 32+ 10°) - (Va2 + 108 + /7 + 10F)
_ [z —y|-|z+y|
(Va2+108 + 32+ 10%) - (Va2 + 108+ 32+ 10°) - (Va2 + 105 + /2 + 10°) |

(1)

Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac réwnosé |x| = V22 otrzymujemy:
2 +y| < ||+ |y = Va2 +/y2 < VI F 105+ /52 + 103,

skad
[z +y|

Va2 +108 4 /424108

(2)

Ponadto zauwazamy, ze

1 1 1 1
< = =_. 3
Yl 105+ &2+ 108 Y0+105+v0+10° 10+10 20 )

Analogicznie

1 1 1 1
< — = — .
Va2 108+ V42108 04108+ v0+10%8 100+100 200

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

(4)

[z —yl- [z +yl _
(Va2 +108+ {2+ 10%) - (Va? + 103+ /i +10°) - (Va2 + 108 + /32 + 10F)
1 1 |z +y|
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324. Niech funkcja f:[8, 0o) — R bedzie dana wzorem f(z)= /x.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [8, 00) zachodzi nier6wnosé

[z -yl
(@) = F)l < =5~

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy zgodnie ze wzorem na réznice szescianéw lewa strone dowodzonej nie-
rownosci, a nastepnie szacujemy korzystajac z nieréwnosci x, y > 8:

F@) - F@)|=| 7 - 5] = ¢_+'¢_y'+ R

co stanowi dowdd danej w tresci zadania nierownosci dla dowolnych x, y > 8.

1
325. Niech funkcja f:[4, c0) — R bedzie dana wzorem f(x)= NG

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

[z —y|
@) = Fl < 5~

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y = 4:

WVEevE eyl eyl

@) — )] = | = -
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lz—y|  |v—y

T (242)4 16

co konczy dowdd nieréwnosci danej w tresci zadania.
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