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Funkcje (c.d.).

Po wczorajszych opowiastkach o ciggtosci funkcji czas na systematyczne opisanie de-
finicji, wtasnosci i podstawowych twierdzen zwigzanych z funkcjami.

Przypominam, ze rozwazamy funkcje jednej zmiennej rzeczywistej o wartosciach rze-
czywistych, a dziedzing funkcji moze by¢ dowolny podzbiér zbioru liczb rzeczywistych.

Najpierw wyjasnijmy sobie, co to wlasciwie jest funkcja. Wprawdzie na co dzien nie
bedziemy sie odwolywaé¢ do formalnej definicji funkcji, jednak przynajmniej raz wypa-
daloby sprecyzowaé jakiz to obiekt matematyczny jest formalnie uwazany! za funkcje.

Otéz funkeja? bedziemy nazywaé kazdy podzbiér f iloczynu kartezjanskiego® R x R

spetiajacy warunek
vV _((@y), (@p)ef = yp=uw).
z,y1,y2€R

Innymi stowy, w réznych parach uporzadkowanych nalezacych do f pierwsze elementy
tych par sa rézne. Graficzne przedstawienie funkcji na plaszczyznie z wprowadzonym
uktadem wspotrzednych poprzez zaznaczenie punktéow zbioru f jest niczym innym niz
narysowaniem wykresu funkcji f.

Dziedzing funkcji f jest zbior pierwszych elementow wszystkich par nalezacych do f,
a wiec mozemy zapisac:

Df:{xER: EIR (a:',y)ef}.

ye

Jezeli x € Dy, to istnieje doktadnie jedno takie y € R, ze (z, y) € f. Wowczas piszemy
f(z) =y iliczbe y nazywamy waroscia funkcji f w punkcie z.

Zapamietaj: Napis f(x) oznacza wartos¢ funkcji f w punkcie z, czy-
li liczbe rzeczywista. Natomiast f oznacza funkcje. Staraj sie wiec
unika¢ sformulowan w stylu ”funkcja f(x)”.

Czasami korci, aby uzy¢ sformulowania ”funkcja x2”. Jesli takiego sformulowania
uzyjemy, to raczej nie bedzie ono prowadzito do nieporozumien*. Jednak lepiej jest po-
wiedzie¢ " funkcja okreélona wzorem z2”. Natomiast wtedy, gdy funkcja ma swoja nazwe,
uzywajmy tej wlasnie nazwy bez przylepiania do niej argumentu. Méwmy wiec ”funkcja
sinus”, a nie ”funkcja sinus x”.

Funkcje f okreslong wzorem f(z)=z? mozemy formalnie zapisa¢ jako

f=(z* x€ ]R) )
Formalnie funkcja ta jest zbiorem

fz{(x, a:Q): xER}.

!Bardziej skrupulatne uzywanie takiej definicji funkcji jest domena teorii mnogoéci.

20pis ten jest ograniczony do funkcji zmiennej rzeczywistej o wartoéciach rzeczywistych.

3Czyli zbioru wszystkich par uporzadkowanych liczb rzeczywistych.

4Podobnie jak nie ma obawy o nieporozumienie, gdy uzyjemy stéw poszlem czy szejset. To jednak
nie jest wystarczajacym powodem, aby takich wtasnie form uzywaé.

Wyktad 21 - 231 - 25.11.2020



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Podstawowe wlasnosci funkcji.

Funkcja f jest rosngca® wtedy i tylko wtedy, gdy
v (901 <zy = f(11) <f(952>> :

z1,72€D§

Funkcja f jest niemalejgca’® wtedy i tylko wtedy, gdy
Vo (mi<m = fz) < fx) .

Z‘l,Z‘QEDf

Funkcja f jest malejgca’ wtedy i tylko wtedy, gdy
Vo (mi<a = f(n1)> f(a))

1,22€D5

Funkcja f jest nierosngca® wtedy i tylko wtedy, gdy
v <$1 <ITy = f($1)>f($2)> .

z1,22€Df

Funkcja f jest monotoniczna® wtedy i tylko wtedy, gdy jest niemalejaca lub niero-
snaca.

Funkcja f jest Scisle monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy jest rosnaca lub ma-
lejaca.

Funkcja f jest r6znowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy

4 (%7’5552 = f(%)?éf(@)) :

$1,$2€Df

Funkcja f jest na .......... to nic nie znaczy'?.

Funkcja f przeksztatca Dy na zbiér Y C R wtedy i tylko wtedy, gdy

(V f(:)s)eY> A (V 3 f(ZL‘):y>.

z€D; yeY xz€Dy

Funkcja f jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy
vV (—zeDp A f(-2)=f(2)).

LUEDf

Funkcja f jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy
v (—zeD; A f(-z)=—f(2)).

xEDf

Funkcja f jest okresowa o okresie T'> 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
4 (:B—T,a:—i-TEDf A f(:lc—{—T):f(az)) :

:L“GDf

SInaczej: cisle rosnaca. Takiej formy uzyjemy dla podkredlenia, ze chodzi nam o ostra nieréwnosé
w nastepniku implikacji.

6Tnaczej: stabo rosnaca.

"Inaczej: $cisle malejaca. Takiej formy uzyjemy dla podkreélenia, ze chodzi nam o ostra nieréwnosé
w nastepniku implikacji.

8Tnaczej: stabo malejaca.

9Inaczej: stabo monotoniczna.

10Czy funkcja sinus jest "na”? Zalezy na jaki zbiér. Na przedziat [-1, 1] — TAK. Na R — NIE.
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Operacje na funkcjach.

Suma funkcji f i g to funkcja f+ g okreslona wzorem

(f+9)(z)=f(z)+g(z)
o dziedzinie
Diig=DsNDy.

Réznica funkcji f i g to funkcja f— g okreslona wzorem

(f=9)(x)=f(z)—g(z)
o dziedzinie
Dy _g=DsND,.

Iloczyn funkcji f i g to funkcja f-g (lub fg) okreslona wzorem
(f-9)(x) = f(x)-g(x)

o dziedzinie
Dsg=DsNDy.

Iloraz funkcji f i g to funkcja f/g okreslona wzorem

_ f(=)
="
o dziedzinie

Dyjg={x€DyNDy: g(x)#0} .

Zlozenie'! funkcji f i g to funkcja fog okreslona wzorem

(fog)(z)=f((g(x))
o dziedzinie
Diog={x€D,: g(x)€ Dy} .

Funkcja odwrotna do funkcji réznowartoéciowej f to funkcja'?

1 ={(f(x), 2): reDyg}.

Innymi stowy jest to taka funkcja f=! o dziedzinie

Dy ={f(x): v€ Dy},
ze dla kazdego x € Dy zachodzi réwnosc¢

fH @) =2
lub réwnowaznie: dla kazdego y € Dy-1 zachodzi réwnosé
F(Fw)=y.

"naczej: superpozycja.
12Pamietaj, ze

f={(z, f(z)): xeDys}.
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Przyktady funkcji.

Funkcjg wielomianowg jest kazda funkcja f okreélona wzorem postaci'®
flx)=>"air’,
=0

gdzie liczby rzeczywiste ag, ai, as, ..., a, sa nazywane wspotczynnikami wielomianu.
Dziedzing funkcji wielomianowej jest R.

Funkcja wymierna to iloraz dwéch funkcji wielomianowych!®. Dziedzing jest zbior
liczb rzeczywistych z wyltaczeniem miejsc zerowych mianownika.

Funkcje potegowe to funkcje okreslone wzorem x?. Dziedzina zalezy od liczby a#0:
e R, gdy a jest dodatnig liczbg wymierng o nieparzystym mianowniku!®.
e R\ {0}, gdy a jest ujemna liczba wymierna o nieparzystym mianowniku.

e [0,00), gdy a jest dodatnig liczba wymierna o parzystym mianowniku lub dodatnia
liczbg niewymierna.
e (0,00), gdy a jest ujemng liczba wymierng o parzystym mianowniku lub ujemng liczba

niewymierng.

Funkcja wyktadnicza to funkcja f okreslona wzorem
f(z)=a",
gdzie a € (0, 00) \ {1}. Dziedzing funkcji wykladniczej jest R.

Funkcja logarytmiczna to funkcja odwrotna do odpowiedniej funkcji wyktadniczej:

f(z)=log,x,
gdzie a € (0, 00) \ {1}. Dziedzina funkcji logarytmicznej jest (0, 0o).

Funkcje trygonometryczne:

e sinus: o dziedzinie R, okresowa o okresie 2.

e cosinus: o dziedzinie R, okresowa o okresie 27.

T
e tangens: o dziedzinie R\ {mr—i— 5 ne€ Z}, okresowa o okresie .

Funkcje odwrotne do trygonometrycznych:
e arcsin: o dziedzinie [—1, 1], odwrotna do sinusa ograniczonego do przedziatu {—g, g} :
e arccos: o dziedzinie [—1, 1], odwrotna do cosinusa ograniczonego do przedziatu [0, 7].
T

e arctg: o dziedzinie R, odwrotna do tangensa ograniczonego do przedziatu (—5, 5)

13Umawiamy sie, ze 2° =1 i nie czepiamy sie tego, ze dla x =0 dostalibyémy wyrazenie 0V.
14Zakladamy, ze mianownik nie jest funkcja stata réwna 0.
15Po zapisaniu liczby w postaci utamka nieskracalnego.
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