Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Konstruowanie przykladéw szeregoéow.

Szeregi geometryczne moga stuzy¢ do konstruowania przyktadéw szeregéw o zadanych
wtasnosciach. Popatrzmy na kilka tego typu zagadnien.

260. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne Z a, o0 wyrazach dodat-

n=1

nich spehiajace warunki
o o
> a,=5  oraz Sa=15.
n=1 n=1
Rozwigzanie:

e8]

Niech ¢ bedzie ilorazem szeregu geometrycznego > a,. Wowczas dodatniosé wyrazow
n=1

1 zbieznos¢ szeregu pociagaja nieréwnosci a; >0 oraz 0 < g <1, a wyrazy szeregu wyrazaja

sie wzorem a, = a;¢q"!. Ponadto ze wzoru na sume szeregu geometrycznego

)
> an=
n=1

1—q°
Poniewaz wyrazy szeregu
oo
> a,
n=1
wyrazaja sie¢ wzorem
2 2 (2\nL
a, =aj - (q ) ,
szereg ten jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a? i ilorazie ¢?. Wobec
tego
oo
n—1 q

Zatem warunki podane w tredci zadania przyjmuja postac

2

1—q =5 oraz 1=
co po przeksztatceniu prowadzi do uktadu réwnan
ap = 5-(1—q)
{ ai = 15-(1-q)-(1+q)
Podstawienie a; =5- (1 —¢) do drugiego réwnania daje
25-(1—q)*=15-(1-q)-(1+q),
skad po uwzglednieniu g#1 i podzieleniu obustronnie przez 5-(1—g) otrzymujemy kolejno
5—5q=3q+3,
q=1/4, a;=15/4.

—15,

Odpowiedz: Jedynym szeregiem geometrycznym spekliajacym warunki zadania jest

szereg
> 15

n=1 4r '
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261. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

> X 15
> a,= Zana%l:?.
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, ze a,, = cq" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowcezas

o o0 ne1l cC
ay, = cq =—
712::1 712::1 I—q

oraz ,
[e.9] oo
_ 2 -1 Cq
E:anan+1_’§263q(Q) _‘1 2
n=1 n=1 —q
co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan

c
=15/2
1—gq /

2
q
;=15/2,

_“q
1—gq

{ c=15(1—-q)/2

czyli

Aq=15(1—¢% /2.
Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy
cq=1+q,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania przemnozonego przez q daje kolejno
1+q=15q/2—15¢*/2,
242¢=15qg—15¢*,

15¢* —13¢+2=0,

1347
q_' 30 )

skad
q=2/3, c=5/2

lub
q=1/5, c=6.

Otrzymane rozwigzania prowadza odpowiednio do

n—1 5.2n—2
an=cq" =

_ 6
oraz a,=cq" ' = g

Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
6
—1 °

2 T
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262. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 oo 9
> an= Y (an+an)’ =3
n=1 n=1

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, Ze a,, = cq" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wéwcezas

anp=) cq"  =—
ngl 7;1 l1—gq
oraz
s & n—1 (1 + 2
3 (ot = 3 v () = L
n=1 n=1
co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
c 9
1—qg 8
¢ (1+q)° 9
1—¢2 8’

czyli
8c=9(1—q)
82 (1+¢)=9(1—q) .
Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy
c-(1+q) =1,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania przemnozonego przez 14¢q daje kolejno
8=9-(1-¢*),
8/9 =1- q2 3
=1/9,

skad
q=1/3, c=1/(1+q)=3/4.

Otrzymane rozwigzanie prowadzi do

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg

&0 1
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263. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne § a, o wyrazach dodat-
1

n=

nich spehiajace warunki
o0 o0
> a,=5 oraz > ag,=2.
n=1 n=1

Rozwigzanie:
e8]
Niech ¢ bedzie ilorazem szeregu geometrycznego 3. a,. Wéwczas dodatnios¢ wyrazow
n=1

i zbieznos¢ szeregu pociagaja nieréwnosci a; >0 oraz 0 <q¢<1, a wyrazy szeregu wyrazaja
sie wzorem a,, = a;¢"!. Ponadto ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
oo
> n =
n=1

a1
1—q°

Poniewaz wyrazy szeregu
[e.e]
D aan
n=1
wyrazaja sie wzorem
2 n—1
azm=aq-(¢*)"

szereg ten jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a;q i ilorazie ¢*. Wobec
tego

i a1q
Aoy = ———= .
n=1 " 1 q2

Zatem warunki podane w tredci zadania przyjmuja postac

la_lq =5 oraz ICEZQ =2
co po przeksztatceniu prowadzi do uktadu rownan
{ ap = 5-(1—gq)
ag = 2:(1-¢q)-(1+q)
Podstawienie a; =5+ (1 —¢q) do drugiego réwnania daje
5-(1=¢q)-q=2-(1-q)-(1+q),
skad po uwzglednieniu ¢ # 1 i podzieleniu obustronnie przez 1 — ¢ otrzymujemy kolejno
5q=12q+2,
q=2/3, a;=5/3.

Y

Odpowiedz: Jedynym szeregiem geometrycznym spekliajacym warunki zadania jest
szereg
5. 2n71
3

n=1
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