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Szeregi liczbowe (ulamki proste i sumy teleskopowe).

253. Obliczy¢ sume szeregu
> 1
>

n=2

n?Z—n’

Rozwigzanie:
W ogélnym przypadku obliczenie sumy szeregu, w ktérym n-ty wyraz wyraza si¢ jako
funkcja wymierna od n, jest beznadziejnie trudne!. Jednak w pewnych sytuacjach mo-
zemy wyliczy¢ sume czeSciowa takiego szeregu i bez problemu przejs¢ z nia do granicy.
Algorytm?, ktéry daje szanse (ale nie gwarancje) powodzenia jest nastepujacy:

Rozkladamy mianownik wyrazu ogélnego szeregu na iloczyn réznych czyn-
nikéw liniowych.

To nie zawsze jest mozliwe. Jednak w rozwazanym przyktadzie sie udaje:

n*—n=Mnm-1)n.

Rozkladamy wyraz ogélny szeregu na sume utamkoéw prostych.

Utamkiem prostym? jest funkcja wymierna o statym liczniku i liniowym mianowniku.
Mianownik musi by¢ jednym z czynnikéw liniowych, na ktore roztozyliSmy mianownik
wyrazu ogblnego szeregu.

W naszym przypadku szukamy tozsamosci* postaci

1 A B

n2—n n—1 n’

czyli
l=A-n+B-(n—1). ()

Wyznaczenie wspotczynnikow A i B mozemy przeprowadzi¢ na dwa sposoby. Pierwszy
sposéb to wymnozenie prawej strony roéwnosci (d) i poréwnanie wspotezynnikow przy
tych samych potegach n wystepujacych po obu stronach. To prowadzi do uktadu dwoch
rownan liniowych, ktory bez problemu rozwiazujemy.

Zastosujemy drugi sposob®, ktéry polega na podstawianiu za n takich wartoéci®, przy
ktorych zeruja sie poszczegdlne czynniki mianownika.

o0 2

1Czego najlepszym dowodem jest wspomniana wezesniej réwnosé Z % = %

n=1

2Podana jest wersja algorytmu odnoszaca sie do najprostszej sytuacji.

3Co to naprawde jest utamek prosty, dowiemy sie w drugim semestrze przy okazji catkowania funkcji
wymiernych. Tutaj odnosimy sie tylko do najprostszej sytuacji.

4A wiec tak naprawde szukamy odpowiednich liczb A i B.

5Tutaj akurat nie widaé przewagi drugiego sposobu nad pierwszym, ale przy wiekszej liczbie czynni-
kéw mianownika korzysci z zastosowania drugiego sposobu staja sie zauwazalne.

6Chociaz n przebiega liczby naturalne, to tozsamogc wielomianowa jeli juz ma miejsce, to jest
prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych. Dlatego za n mozemy podstawiaé liczby, ktore nie sa

naturalne (np. ujemne lub utamkowe).
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W rozwazanym przyktadzie czynniki mianownika n—1 i n zeruja sie odpowiednio dla
n=11n=0. Podstawiajac te wartosci do réwnania (&) dostajemy jak na tacy kolejne
wspoOtczynniki:

dlan=1 1=A,
dlan=0 1=—B.

W konsekwencji”

1
n2—n n—1 n’
Wyliczamy sume czes$ciowq szeregu i przechodzimy do granicy.

Uzyskana tozsamosé pozwala® wyliczy¢® sume czeéciows rozwazanego szeregu

N NN NC

N 1 1 N 1 1 N 1 1_1 1
AN=3 N-=-2 N—2 N-1 N—-1 N/ =~ N’

co dazy do 1 przy N — oo. Zatem suma danego szeregu jest rowna 1:

> 1 e 1 1 1 1 1 1
- - 4=,
nz::QnQ—n nz::Z(n—l)-n 1-2+2-3+3-4+4-5+5-6+

254. Obliczy¢ sume szeregu

Rozwigzanie:

Sposob I (standardowy):
Najpierw zauwazmy, ze
n*—n=Mm-1)n-(n+1).
Rozktadamy wyrazenie pod znakiem sumy na utamki proste, czyli szukamy takich liczb
A, BiC, ze
1 A B C

(n—1)n-(n+1) n—1+n+n+1'

"Ta tozsamoéé powinna szczegdlnie ucieszyé osoby, ktére maja zwyczaj pisa¢ mato czytelnie. Wynika
z niej bowiem, ze migdzy odwrotnoéciami kolejnych liczb calkowitych mozna z tym samym skutkiem
pisa¢ znak "minus” jak i "razy”. A wiec w tym przypadku znaki wygladajace jak co$ pomiedzy ”minus”

i "razy” nie prowadza do nieporozumien:

O] =
[ =
U] =
=
O] =
S| =
] =
=
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[
U] =
| =
] =
|
] =
=

8 Albo nie pozwala. To sie czasami udaje, a czasami nie.
90trzymujemy tak zwana sume teleskopows, czyli taka, gdzie wyrazy z sasiednich lub bliskich nawia-
sow sie upraszczaja. Nieuproszczone pozostaje kilka wyrazéw z nawiaséw poczatkowych i koncowych.
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Po wymnozeniu powyzszej réwnosci stronami przez (n—1)-n-(n+1) otrzymujemy

1=An-(n+1)+B-(n—1)-(n+1)+C-(n—1)n.
Dla n=1 otrzymujemy A=1/2, dla n=0 dostajemy B = —1, natomiast przyjecie n=—1
daje C'=1/2. Mozna tez utozy¢ uktad réwnan na wspétezynniki i go rozwiazac.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem'?

S
“+<;?3_N£2+;?J+(1ﬂ2_1+LQ>+<U2 1 U2>

N1 N 12 1 12
Sy — _ R 8
N nzz:zn?’—n 712::2(71—1 n+n—|—1>
1/2

N—-2 N—-1 N N

N—-1 N N+1
V2 y2 12, 12 1 12 1)

4 N N+1’

1 2 N N+1 4
co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/4.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/4.

Sposob II (trikowy, wykorzystujacy bardzo szczegolng postaé szeregu):
Opieramy sie na tozsamosci

1 1/2 1/2

(n—1)n-(n+1) (n—1)n n-(n+tl)

Dzigki niej wyliczamy sumy czesciowe szeregu:

nef ook (-
—=ni—-n =\(n—1)n n-(n+
“+(<N—3§(?N—2>_(N—zmv—w)*((N—J?N—l)_(Ni/f)-zv)*
+_< /2 12 ) 112
(N-1)-N N-(N+1)) 4 N-(N+1)’

co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/4.

10Upraszczamy utamki o tych samych mianownikach, np.

L 12_ 12

2 2 2

oraz

1/2

1/2

1
= =0.
3 3 3
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255. Obliczy¢ sume szeregu

Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B

=1 @n—1)@2n+1) 2n—1 2n+1’
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (2n—1)(2n+1) otrzymujemy
1=A2n+1)+B(2n—-1). (%)
Dla n=1/2 otrzymujemy A =1/2, natomiast przyjecie n=—1/2 daje B=—1/2.
Inny sposéb: poréwnujge w réwnaniu (*) wspétczynniki przy n oraz wyrazy wolne dosta-
jemy uktad rownan i go rozwigzujemsy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

| 1/ 1 1 1//1 1 11 11
Sy = S - = ((==Z)+(==2)+(==2)+...
N ;4712—1 2;1<2n—1 2n—|—1> 2((1 3)+<3 5>+<5 7>+

N 1 1 N 1 1 N 1 1 B
O\ 2N=-5 2N -3 2N—-3 2N-—-1 ON—1 2N+1/))

11 1
- 2\1 2N+1)7

co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/2.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/2.

Uwaga: Rozwiazanie opierajace sie na ponizszych przeksztalceniach jest bledne (po-
mimo poprawnej odpowiedzi liczbowej). Ta sama uwaga dotyczy pozostalych zadan.

o0

z:4712—1

=1

n=

1 <2n 1 2n+1>
1
+(3

1

7T

1

et ) -

1 1

o6 1
1 11 B
§+§‘ﬁ+1r'ﬁ ~>—

3
1 1
373
1 1 1 1 1 1 1 B
3)*( 5 )* ) (9+9)+(—11+11)+~-)—
1

2(1+0+0+0+0+0+...):7

+

:
i

Mamy bowiem podobny rachunek prowadzacy do réwnosci 0= 1:
0=04+04+0+0+04+0+...=(1-1D)+(1-D)+(1-D)+(1-D+(A-D+(1=-1)+...=
=1-1+1-1+1-1+1-141-141-14...=
=14+(-1+1)+(-14+D)+(-14+1)+(-14+D)+(-14+1)+...=14+0+04+0+04+0+...=1
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256. Obliczy¢ sume szeregu
e 1

D

Zn-(n+1)-(n+3)°

Rozwigzanie:

Rozktadamy wyrazenie pod znakiem sumy na utamki proste, czyli szukamy takich liczb

A, BiC,ze
1 A B C

n-(n+1)-(n+3) g+n—|—1+n+3'

Po wymnozeniu powyzszej réownosci stronami przez n-(n+1)-(n+3) otrzymujemy
1=A-(n+1)-(n+3)+B-n-(n+3)+C-n-(n+1).

Dla n =0 otrzymujemy A=1/3, dla n=—1 dostajemy B = —1/2, natomiast przyjecie
n=—3 daje C'=1/6. Mozna tez ulozy¢ uktad réwnan na wspétczynniki i go rozwiazac.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem
N 1 Nor1/3 0 1/2 1/6

(n+1)-(n+3)

i n: —i\n n+l n+3

(IR IO (R 12 O, (B L2 O, (B LRI,
(W) TV ) (e -

Y3 16 16 13 1/6 1/6 7 1/3  1/6  1/6

1 2 3 N+1 N+2 N+3 36 N+1 N+2 N+3’
co przy N dazacym do +oo zbiega do 7/36.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 7/36.

257. Obliczy¢ sume szeregu
1

n2+4n

)
>
n=1

Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B
n2+4n  n(n+4) E—i_ni—i—él '
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n(n+4) otrzymujemy
1=A(n+4)+Bn.

Dla n =0 otrzymujemy A =1/4, natomiast przyjecie n = —4 daje B=—1/4.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza si¢ wzorem

N 1 1 /1 1
Sy=) —=- S )=
N ngln2+4n 4;::1(“ n+4>
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
:4((1_5)+<2_6>+(3_7>+<4_8)+<5_9>+"'+<N—4_N>+
1 1 1 1 1 1 1 1
+<J\7—3_J\7+1>+<J\7—2_Z\7+2)+<N—1_N+3>+<N_N+4)>:
1/1 1 1 1 1 1 1 1
:4(1+2+3+4_N+1_N+2_N+3_N+4>’

co przy N dazacym do +oo zbiega do

1 1+1+1 1\ 1 12+6+4+3 1 25 25
4 12 4 12 48"

A\1T2at3Ty

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 25/48.

258. Obliczy¢ sume szeregu

o 1
n; (5n—2)-(5n+3) "
Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A i B, ze

1 A B

(5n—2)-(5n+3) 5n—2 5n+3’
Po wymnozeniu powyzszej réwnosci stronami przez (5n —2)-(5n+3) otrzymujemy
1=A(5n+3)+B(5n—2). (%)

Dla n=2/5 otrzymujemy A =1/5, natomiast przyjecie n=—3/5 daje B=—1/5.
Inny sposob: poréwnujgc w rownaniu (*) wspétczynniki przy n oraz wyrazy wolne dosta-
jemy uktad rownan i go rozwigzujemy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

N 1 1 X 1 1
SN: :72 — =
= (5n—2)-(5n+3) 5 bn—2 5n+3

n=1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
((3—8)+(8—13)+(13—18)+(18—23)+(23—28)+-~
1 1 1 1 1 1
"'+<5N—12_5N—7>+<5N—7_5N—2>+<5N—2_5N+3>> B

_1(1 1 )
5\3 BHN+3)°

co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/15.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/15.

Uwaga: Wydawa¢ by si¢ mogto, ze w mianowniku wyrazenia definiujacego wyraz
ogblny szeregu mogg by¢ niemal dowolne dwa czynniki liniowe i zadanie bedzie sie roz-
wigzywato podobnie. Nic bardziej mylnego. W zadaniu kluczowe jest to, ze utamki o mia-
nownikach postaci 5n — 2 upraszczaja sie z utamkami o mianownikach postaci Hn+ 3.
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259. Obliczy¢ sume szeregu
e 1

=t neJ(n+1)-(n+2) + (n+ 1) /n-(n+1)

Rozwigzanie:

Zadanie wyglada na beznadziejnie!! trudne. Mimo to nie poddawajmy sie, tylko jako$
przeksztalémy wyrazy szeregu.

Zrébmy to, co sie da, a wiec wyciagnijmy w mianowniku czynnik przed nawias, a na-
stepnie zauwazmy, ze w mianowniku wystepuje suma pierwiastkow, ktorg dzieki wzorowi
na réoznice kwadratéw mozemy przehandlowaé na réznice pierwiastkéw na poziomie licz-
nika:

1
ney/(n+1)-(n+2)+(n+1)-\/n-(n+1)
1
\/n n+1) \/n n+2) +\/n+1 \/n n+1)
1 1

\/n n+1)- (\/n (n+2) +\/n—|—1 ) n-(n+1)-(\/n2—|—2n+\/n2—|—2n+1)

_\/n2+2n+1—\/n2+2n \/(n—l—l \/n n+2)

n-(n+1) V- (n+1)
WYt 1)? yne(n+2) F n+2
\/n-(n—i—l) \/n n+1) n+l1
Dzigki powstzej rownosci przeksztatcamy N-ta sume czesciowa danego szeregu:
1 In+1 n+
n= 1n \/ +1)-(n+2) + (n+1)-/n-(n+1) a=1 JnJr
_ \/Z f_[ . f_\f N f_[ .
B 3 3 V4 4 V5 5 V6
L N — N N+1 n IN+1 | N+2)
N— 2 N-1 N N N+1)
2 N+2 N+2
e _— - = 2_ -
\[1 \ N+1 V2 \N+1"

co przy N dazacym do +oo zbiega do /2 — 1.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwng v/2 — 1.

UTrzeba jednak wierzyé, ze w poludniowoamerykanskich telenowelach oraz w zadaniach z analiz
)
nawet z beznadziejnego potozenia mozna dzieki niewiarygodnym zbiegom okolicznoéci dojsé do szczesli-
wego zakonczenia.
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