Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21
Szeregi liczbowe.

Rozwazmy kwadrat o boku 1, a wicc takze! o polu 1. Podzielmy go na dwa prostokaty
o polu 1/2 kazdy. Jeden z tych prostokatéow podzielmy na dwa kwadraty o polu 1/4. Jeden
z tych kwadratéw podzielmy na dwa prostokaty... I tak dalej (rys. 1).

ool —

128 |, o=

rys. 1

Ty jest tylko koincydencja ”gotych” liczb. Pole kwadratu nie jest réwne jego bokowi, gdyz pole
ma jedna jednostke pola, a bok jedng jednostke dlugosci. Podobnie zresztg kwadrat o boku 4 ma ob-
wod 16 i pole tez 16, ale nie mozna twierdzi¢, ze jego pole jest réwne obwodowi. Podobnie jak nie
twierdzimy, ze temperatura jest rowna czasowi, gdy o godzinie siédmej widzimy na termometrze 7°C.
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W rezultacie kwadrat zostanie podzielony? na nieskoficzenie wiele prostokatéow.
Zdrowy rozsadek® podpowiada nam, ze przy podziale figury na czeéci suma pol figur
podziatu powinna by¢ rowna polu figury dzielonej.

Patrzac na rysunek 1 chcialoby sie napisaé, ze
11 1 1 1 1 1 1 1 1
§+Z+§+E+§+&+ES+T56+E+@+.“:1.
No tak, tylko czym miataby by¢ suma nieskonczenie wielu sktadnikéw?

W praktyce mogliby$my wysumowac¢ skonczenie wiele, ale bardzo duzo poczatkowych
sktadnikéw tej sumy i mie¢ nadzieje, ze pominiecie dalekich sktadnikéw nie ma istotnego
wplywu na otrzymany wynik. A bardziej precyzyjnie, mozemy rozwazaé skonczone sumy
i zainteresowac si¢ granicg ciggu takich coraz dtuzszych sum. W naszym przypadku suma
n poczatkowych sktadnikéw daje sie zapisa¢ prostym wzorem?:

11 1 1 1 1 1 1 1
stitst et o tatmt te ="
Dla duzych n prawa strona jest bliska 1, co mozemy $cisle zapisa¢ w postaci

. 1
lim (1 — ) =1.
n—oo on

To prowadzi do nastepujacej procedury. Zatdézmy, ze chcemy zrozumie¢ sume nieskon-
czenie wielu sktadnikéw?®

Y ap=ai+astaz+as+as+agt+ar+...

n=1

2W geometrii dzielenie figur moze by¢é rozumiane na dwa sposoby. Pierwszy sposéb to formalistyczne
podejscie teoriomnogosciowe, gdzie figure-zbior dzielimy na roztaczne podzbiory. O tym w tej chwili
nie méwimy. Interesuje nas drugi sposéb, gdzie dzielimy ”pole”, czyli nie przejmujemy sie tym, ze li-
nia podziatu jest czescia obydwu figur podzialu. To ma aspekt bardziej praktyczny, gdzie nozyczkami
cieliby$my papierows figure na czesci. W rozwazanym podziale kwadratu na nieskonczenie wiele pro-
stokatéw nie przejmujemy sie tez tym, ze prawy dolny wierzchotek wyjsciowego kwadratu nie bedzie
nalezal do zadnego prostokata podziatu.

3W przypadku podziatu na skoniczenie wiele figur to nie tyle rozsadek, co odpowiednie twierdzenia
geometryczne. Rozsadek natomiast mowi nam, ze réwniez przy podziale na nieskonczenie wiele figur
pole caloéci powinno byé suma pél kawatkow.

4Nie trzeba nawet stosowaé wzoru na sume postepu geometrycznego — wystarczy spojrzeé¢ na ry-
sunek 1 i zobaczy¢, ze sumie poél poczatkowych prostokatéw brakuje do jedynki tyle, ile wynosi pole
najmniejszego z tych prostokatow.

1
W rozwazanym wyzej przykladzie a, = on
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Rozwazamy ciag sum czesciowych (S,), .y okreslonych wzorem®

n
Sn=Y ar=a1+as+az+as+as+...+a,.
k=1
Jezeli ciag (Sp),cn jest zbiezny, to jego granice uznamy za wartos$¢ rozwazanej sumy

nieskonczenie wielu sktadnikéw:

Zan:a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+...:q}i_{xolosn.

n=1

Po przedstawieniu tych wstepnych motywacji przejdzmy do bardziej systematycznych
i formalnych definicji.

[o.¢]
Nieskoniczona sume’ Y a,, gdzie a, sa liczbami rzeczywistymi, bedziemy nazywaé

n=1
szeregiem liczbowym. A dokladniej, méwiac "szereg liczbowy > a,” mamy na mysli
n=1

cigg liczbowy sum czedciowych (S,,),,cn, gdzie

Sn=>Y ar=a1+asy+az+as+as+...+a,.
k=1

Szereg liczbowy jest wiec niczym innym jak ciggiem liczbowym podanym w taki sposéb,
aby wyrazy tego ciagu byty narastajacymi sumami tych samych sktadnikéw:

a, a1 +as, a1 +ag+as, a1+ as+az—+ay, a1 +ax+as+aqs+as,
o0
Wszelkie atrybuty ciagu (S,) zwiazane ze zbieznoscia przypiszemy szeregowi »  ay,
n=1

zwracajac jednak uwage na pewne drobne niuanse terminologiczne:

6Jest tu pewna niedogodnoéé w oznaczeniach. Jesli jesteSmy przyzwyczajeni, ze literka n numeru-
je nam zaréwno skladniki nieskoniczonej sumy jak i wyrazy ciggu sum czeSciowych, to dla zapisania
skoficzonej sumy musimy uzy¢ innej literki (tutaj: k) do numerowania skladnikéw. Inne wyjscie, réwniez
dalekie od ideatu, to utrzymac literke n do numerowania sktadnikéw, a do numerowania sum czesciowych
uzy¢ innej literki, np. N. Wéwczas pojawia sie napisy:

N
(SN)NeN » SN:Zan:a1+a2+a3+...+aN oraz Nlim SN .

n=1
"Przez stowo "suma” mozemy rozumieé zaréwno napis (sktadniki ze znakami " +” miedzy nimi lub su-

mowanie zapisane z uzyciem znaku ”¥"”) jak i liczbowa warto$¢ wykonanego dodawania. Jak sie za chwile
o0

przekonamy, takze w stosunku do zapisu Z an bedziemy stosowaé taka podwdjna terminologie.

n=1
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o0

e Szereg »_ a, nazwiemy zbieznym, jesli zbiezny jest ciag (S,).

n=1
e Szereg i a, nazwiemy rozbieznym, jesli rozbiezny jest ciag (S,).

n=1
e Granice® ciggu (S,) nazwiemy sumag szeregu io: .

n=1
e Sume szeregu i a,, oznaczymy® przez i Q.
n=1 n=1

o0

e W przypadku > a, = lim S, = oo (lub —oco) méwimy, Ze szereg jest rozbiezny, po-
n=1

dobnie jak o ciggu sum czesciowych powiemy, ze jest rozbiezny.

o
e W przypadku > a, = lim S, =g € R méwimy, ze ciag (.5,) jest zbiezny do g, ale po-

n=1

oo

wiemy, ze suma szeregu »  a, jest réwna g.
n=1

Nie méwimy, ze szereg jest zbiezny do g !!!

e Chociaz szereg utozsamiamy z ciaggiem jego sum czesciowych, to stowo wyraz ma rézne
o0

znaczenie w zaleznosci od kontekstu. Wyrazami szeregu > a, sa liczby a,, natomiast
n=1
wyrazami ciggu jego sum cze$ciowych sg liczby S,,.

Ciagi i szeregi to te same obiekty. Szereg jest ciggiem swoich sum cze$ciowych. Ale tez
kazdy ciag liczbowy jest ciggiem sum czeSciowych pewnego szeregu. Zadajmy bowiem
dowolnie ciag (S,). Wéwczas jest on ciagiem sum czesciowych szeregu »  a,,, gdzie

n=1

a; =51 oraz ap =5, —Sn-1 dla n>=2.

Mozna wigc pomysle¢, ze w teorii szeregow liczbowych nie ma nic nowego ponad to,
co znamy z teorii ciagéw. Nic bardziej mylnego. Chociaz nadal méwimy o tym samym
zbiorze obiektéw i interesuje nas ta sama gtéwna wlasno$é (zbieznosé), to okazuje sie,
ze zadajac prostym wzorem cigg, bardzo czesto dostajemy cigg zbiezny, a jak zbiezny,
to na ogot wiadomo, do jakiej granicy. Z szeregami jest inaczej. Dla szeregu, ktorego wy-
razy sa zadane prostym wzorem, czestokro¢ tatwo wnioskujemy zbieznosé, ale wyliczenie
sumy jest niemozliwoscia.

Dlatego nasza ambicjg na ogdél nie bedzie wyliczenie sumy szeregu, ale ustalenie,
czy szereg w ogole jest zbiezny. Jednak to czeka nas dopiero w drugim semestrze. Teraz
zapoznamy sie jedynie ze skromnym wstepem do teorii szeregéw i prostymi przyktadami.

8Takze granice niewlasciwa +oo.

9Tak wiec sam szereg (jako ciag sum czedciowych) oznaczamy tak samo jak jego sume (liczbe rzeczy-
wista lub +00). Nie powinno to jednak prowadzi¢ do nieporozumien,, bo z kontekstu na ogdél jest jasne,
o ktére znaczenie nam chodzi. Niektérzy autorzy stosuja zapis bez granic sumowania dla oznaczenia
szeregu (jako ciagu sum cze$ciowych), a granice sumowania podaja tylko wtedy, gdy chodzi o sume
szeregu.
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Podstawowe kryteria zbieznoSci:

e Warunek konieczny zbieznos$ci szeregu:
(0.9}

Jezeli szereg Y ay, jest zbiezny, to ciag (a,) wyrazéw tego szeregu jest zbiezny do zera:
n=1
7}1_{1010 a, =0. Stad otrzymujemy'® nastepujace kryterium:

o
Jezeli a,, /0, to szereg > a, jest rozbiezny:.
n=1

Dowdéd powyzszego kryterium wyglada nastepujaco:

Niech szereg > a, bedzie zbiezny, a jego suma niech bedzie réwna S. Wowezas!'?
n=1

lim a, = lim (S, —S5,-1)= lim S, — lim 5, ;=5-5=0.

n—oo

¢ Dodawanie szeregéw:

©. 9] (0. 9]
Jezeli szeregi > a, oraz ) b, sq zbiezne,
n=1 n=1

(0. @]
to szereg Y (a,+by) tez jest zbiezny.
n=1

Powyzsze wynika z twierdzenia o sumie granic dla ciagéw. Ponadto jesli powyzsze

szeregi s zbiezne, to zachodzi réwnogé!?:
oo
> (an+by) Z an+ Z bn
n=1
o0 o0

Jezeli jeden z szeregbw > a, oraz »_ b, jest zbiezny, a drugi rozbiezny, to szereg

n=1 n=1
o)

Z (an+0by) jest rozbiezny.

e Mnozenie szeregu przez staly:
Jezeli ¢ jest liczba rzeczywisty rozng od zera,
o

to szereg > a, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=1

o0
ody zbiezny jest szereg - (c-ay,).
n=1

10Jako transpozycje implikacji.
1 Jak zwykle S, jest n-ta suma czeéciowa rozwazanego szeregu, a ponadto przyjmujemy Sp = 0.
12Niestety nie daje sie w krétki i zgrabny sposéb strescié¢ jezykiem polskim tej réwnosci. W przypadku
ciagbw mozemy powiedzie¢, ze granica sumy jest sumg granic. W przypadku szeregdw analogiczne
sformulowanie brzmialoby: Suma sum jest sumg sum.
A naprawde znaczyloby: Suma sum jest sumg sum,
gdzie suma odnosi si¢ do sumowania szeregu, a suma do dodawania dwdéch liczb.
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Jesli powyzszy szereg jest zbiezny, to zachodzi réwnosé

o0 oo
Y (cran)=c > ay,.
n=1 n=1

e Zmiana lub pominiecie skonczenie wielu wyrazéw:
Zmiana lub pominiecie skonczenie wielu wyrazéw szeregu nie wpltywa na jego zbiez-
no$¢. Ale na ogét ma wplyw na sume szeregu, jesli jest on zbiezny.

e Szereg geometryczny:
Sume szeregu geometrycznego wyliczamy dzieki temu, ze jesteSmy w stanie wyliczy¢
sumy czesciowe:

N

9 N 1—
n—1_ 1: n—1__ 71: q _
e S = = (4004

oile |g| < 1.
Niezerowy!® szereg geometryczny jest rozbiezny przy |q| > 1, a zbiezny (i ma podang
wyzej sume) dla |q| < 1.

Zadanie dla uwaznych:

Znajdz blad we wzorach (&OM) i napraw go.

e Szereg harmoniczny:
Bardzo waznym przyktadem szeregu jest szereg harmoniczny, czyli szereg odwrotnosci
wszystkich liczb naturalnych:

1 1 1 1 1 1
S T e E e M M
nz::ln oty e

Szereg ten ma wyrazy dodatnie, a wiec ciag jego sum czesciowych jest rosnacy. Ma wiec
granice skonczong albo granice niewtasciwag réowng +oo. Jest wiec sens moéwié o sumie
szeregu harmonicznego, a pytanie o jego zbiezno$é jest pytaniem o to, czy ta suma jest
skoniczona.

Nie wchodzi w rachube wyliczenie sum czesciowych i przejscie do granicy, gdyz nie
ma prostych wzoréw na sume odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych. Poniewaz inte-
resuje nas jedynie, czy suma szeregu harmonicznego jest duza (nieskonczona) czy mala
(skoficzona), postaramy sie oszacowaé jego sume. W tym celu podzielimy jego wyrazy
na bloki?, ktére okazg sie zawiera¢ sktadniki zblizonej wielkoéci. Podzialu dokonamy
w miejscach, w ktérych wystepuja odwrotnoéci poteg dwéjki'®. Poszczegdlne bloki zapi-
szemy w kolejnych wierszach. Wyrazy szeregu uloza sie nastepujaco:

13Czyli taki, ze ¢ #0 oraz a; #0.

147 wane czasami blokami diadycznymi.

15 Jest przy tym w duzej mierze obojetne, czy odwrotnosci poteg dwéjki znajda sie na poczatku, czy
na koncu blokéw.
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W kazdym wierszu wystepuja sktadniki, ktore sa zblizonej wielkosci — iloraz naj-
wiekszego do najmniejszego jest mniejszy od 2. Mozemy wiec oszacowaé sume wiersza
mnozac liczbe sktadnikow przez ich wspélne oszacowanie. Poniewaz w kazdym wierszu
liczba sktadnikéw jest potega dwojki, same sktadniki bedziemy szacowaé przez odwrot-
nosci poteg dwodjki. Oszacowania dokonamy z obu stron (od dotu i od gory), chociaz
potrzebne okaze sie tylko oszacowanie z jednej strony — jednak, aby wiedzie¢, z ktorej,
musieliby$my najpierw zgadnaé, czy suma szeregu harmonicznego jest skonczona czy nie.

Szacowania wygladaja nastepujaco:

16
T3
32
64
1 64

27 128

N — N —

1 = 1 = 1
1 2 1 1 2
9=1 = gty < 5=l
1 4 1 1 1 1 4
278 < atstetr < Tt
LR WS S NS SO U SO S S
g8 9 10 11 12 13 14 15 8
S A P g
16 17 18 19 28 29 30 31 16
R L S L < 22
32 33 34 35 60 61 62 63 32
LU I S I < Uy
64 65 66 67 124 125 126 127 64

Widzimy, ze w kazdym wierszu suma wyrazéw jest pomiedzy 1/2 a 1. Poniewaz wier-
szy jest nieskonczenie wiele, a kazdy zawiera sktadniki o sumie wigkszej od 1/2, suma
wszystkich sktadnkéw w nich zawartych jest nieskonczona. Wykazalismy wiec, ze:
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Szereg harmoniczny jest rozbiezny.

Jest to bardzo wazny przyktad, gdyz otrzymalismy szereg, ktory jest rozbiezny pomi-
mo ze jego wyrazy daza do zera.

1
Szereg Z
n= 17?,

Postepujac jak w przypadku szeregu harmonicznego otrzymujemy nastepujace osza-
cowania:

1 = 1 = 1
12 1.1 2 1
s 16 a9 T 272
1 4 1 1 1 1 4 1
1664 16725736 40 16 4
18 11 1 11 1 8 1
R S getweTTmEimeEte S gs
1 16 1 1 1 1 1 1 16 1
61 32 1@ i Tetaetiz S 1@ 16
1 32 1 1 1 1 1 1 32 1
8 6 - 32isyiaevcTerTeex S 32 3
1 64 1 1 1 1 1 1 64 1
256 1282 642 6 662 U123 122 122 68 o4

Przydadza nam sie tylko oszacowania od gory, ktére tworzy szereg'® geometryczny
[e.e]

> — o © sumie 2. Stad wniosek, ze szereg Z — jest zbiezny, a jego suma jest mniejsza
n?

n=0 n=1
od 2.
Mozna udowodnié¢ (zrobimy to w drugim semestrze), ze
>~ 1 7.‘_2
=
n=1" 6

Wartosé sumy tego szeregu skutecznie zniecheca do szukania prostego i elementarnego
jej wyliczenia. Widzimy wiec, ze szereg zbiezny o stosunkowo prostym wzorze na jego
wyrazy moze mie¢ skomplikowany i trudny do uzyskania wzér na jego sume. Albo wrecz

jego suma moze nie by¢ wyrazalna zadnym wzorem — gdyby$my rozwineli matematy-
o
ke unikajac wprowadzenia!” liczby 7, suma szeregu > — nie wyrazataby si¢ zadnym
n

n=1
WZOorennl.

6Dolna granica sumowania szeregu nie musi byé réwna, 1.
17Czyli oznaczenia ustalonym symbolem.
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00 1
Szeregi > —
n=1n"

W podobny sposéb, jak to zrobiliémy w przypadku szeregu harmonicznego oraz sze-
regu odwrotnosci kwadratow liczb naturalnych, mozna wykazaé, ze

o 1
Szereg Y b jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1.
n=1

Te szeregi sa wzorcowymi szeregami, do ktérych bedziemy przyrownywac wiele innych
szeregow.

Kryterium poréwnawcze.

Kryterium poréwnawcze dotyczy SZEeregow o Wyrazach nieujemnych:

Niech dane bedg takie szeregi Z a, oraz E b,, ze dla kazdej'® liczby naturalnej n

n=1 n=1
zachodzg nieréwnosci
0<a,<b,.
(o) o
Jezeli szereg Y ay, jest rozbiezny, to szereg > by, jest rozbiezny.
ﬂ=1 n:l

Jezeli szereg Z b, jest zbiezny, to szereg Z a, jest zbiezny.
n=1 n=1
Poniewaz w przypadku szeregéw o wyrazach nieujemnych suma szeregu ma zawsze

sens, warunek zbieznosci takiego szeregu mozemy zapisa¢ porownujac jego sume z nie-
skonczonoscia. W tej konwencji teze kryterium poréwnawczego mozna zapisa¢ symbo-
licznie:

> a,=00 = S b, =

oo
> b, <o = > a, <oo

Kryterium poréwnawcze mozna tatwo zapamigta¢ w oparciu o zdrowy rozsadek:
o0 o0

Dane sa dwa szeregi: mniejszy »  a, 1 wiekszy Y b,. Jedli mniejszy szereg ma duza
n=1 n=1
(nieskoniczona) sume, to wiekszy tym bardziej ma duza (nieskonczona) sume. Jesli wiek-

szy szereg ma mata (skoniczona) sume, to mniejszy tym bardziej ma mata (skonczona)
sume.

18Poniewaz zbieznoéé szeregu nie zalezy od majstrowania przy skoficzenie wielu wyrazach, tak na-
prawde nieréwnosci te musza zachodzi¢ dla prawie wszystkich (czyli wszystkich poza skoniczona ilodcia)
liczb naturalnych n.
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251. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu

> /HnT4+4nt—1

2 5nd —4nt+1

n=1

Rozwigzanie:

Zastosujemy kryterium poréwnawcze, szacujac szereg od gory (gdyz wyrazy szeregu sa
rzedu wielkosci 1/n%? i dlatego podejrzewamy, ze szereg jest zbiezny). Otrzymujemy

X \/EnT4+4nt—1 2 /5n"+4n"—0 N |

bo 3/2> 1.
Odpowiedz: Dany szereg jest zbiezny.

252. Rozstrzygnaé zbieznos$¢ szeregu

x© \/Hnd4+4nt —1

nZ::l 5nd—4nt+1

Rozwigzanie:
Zastosujemy kryterium poréwnawcze, szacujac szereg od dotu (gdyz wyrazy szeregu sa
rzedu wielkosci 1/n 1 dlatego podejrzewamy, ze szereg jest rozbiezny).

Otrzymujemy

S v sy WS e
> >3 =

1 1
= S —dnt+1 T &= Bnd—04n® 3 Zin

gdyz ostatni szereg to szereg harmoniczny.

Odpowiedz: Dany szereg jest rozbiezny.

Blad we wzorach (&dOM).

Wzor na sume postepu geometrycznego

N 1—
n—1 q
a1q =ax
nz—:l l—q

jest prawdziwy przy zaltozeniu, ze postep nie jest staly, czyli ¢ # 1.
Dla ¢ =1 wzor ten wyglada nastepujaco

N
Za1:N~a1,
n=1

co w przypadku a; # 0 nie ma granicy skonczonej przy N — oco.

N
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