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Kresy zbiorow.

Zbiér! Z C R nazywamy ograniczonym z géry, jezeli

3 V z<M.
MeR z€Z

Ograniczeniem gérnym zbioru Z C R nazywamy kazda taka liczbe rzeczywi-
sta M, ze
V <M.

re€Z

Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z dotu, jezeli
3 V z>N.

NeR z€Z

Ograniczeniem dolnym zbioru Z C R nazywamy kazda taka liczbe rzeczywi-
sta N, ze
VYV 2> N.

reZ

Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym, jezeli jest jednocze$nie ograniczony z gory
i z dohu. Warunek réwnowazny ograniczonosci zbioru Z wyglada nastepujaco:

3V |z|<M.
MeR zcZ
* ¥k ok * % * * * *

Niech Z C R bedzie niepustym zbiorem ograniczonym z géry. Rozwazmy zbiory:

A:{xER: 3 y>x}

yeZ
oraz

yeZ

B:{xER: Vi y<m}.

Innymi stowy: zbior A to zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, ktore nie sg gérnym ogra-
niczeniem zbioru Z, natomiast B jest zbiorem wszystkich gérnych ograniczen zbioru Z.
Zbiory A i B stanowia przekréj Dedekinda? liczb rzeczywistych.

1Sa rézne konwencje dotyczace oznaczania podzbioréw. Ja przyjmuje, ze "C” oznacza zawieranie
i dopuszcza rownosc zbioréw, a wiec w szczegdlnosdci Z C Z.
2Przypominam, ze zbiory A i B stanowia przekrdj Dedekinda zbioru liczb rzeczywistych, jezeli:
e A i B sa niepuste,
e A i B sa rozlaczne,
e AUB=R,

e YV VY a<hb.
ac€A beEB
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Z aksjomatu cigglosci wynika, ze zbiér A ma element najwiekszy albo zbiér B ma ele-
ment najmniejszy. Okazuje sie, ze zachodzi ten drugi przypadek, czyli:

Wisrod ograniczen goérnych
niepustego zbioru ograniczonego z goéry
istnieje ograniczenie najmniejsze.
Najmniejsze ograniczenie gérne zbioru Z nazywamy kresem gérnym zbioru Z i ozna-

czamy® sup Z.

x S SR R SR S S X ok Xk *
*

Niech Z C R bedzie niepustym zbiorem ograniczonym z dotu. Rozwazmy zbiory:
A:{xER: . y>x}
yezZ
oraz

B:{xGR: 3 y<x}.
yeZ

Innymi stowy: zbiér A to zbiér wszystkich dolnych ograniczen zbioru Z, natomiast
zbiér B sktada sie z liczb, ktére nie sg dolnym ograniczeniem zbioru Z. Zbiory A i B
stanowig przekroj Dedekinda liczb rzeczywistych.

Z aksjomatu cigglosci wynika, ze zbior A ma element najwiekszy albo zbiér B ma ele-
ment najmniejszy. Okazuje sie, ze zachodzi ten pierwszy przypadek, czyli:

Wséréd ograniczen dolnych
niepustego zbioru ograniczonego z dolu
istnieje ograniczenie najwieksze.
Najwieksze ograniczenie dolne zbioru Z nazywamy kresem dolnym zbioru Z i ozna-

czamy* inf Z.

* * ok ok * ok ok ok ok R S 3 *
*

Do tego nalezy dodac nastepujace konwencje:
e Jezeli zbidr Z jest nieograniczony z gory, to sup Z = +oc.
e Jezeli zbior Z jest nieograniczony z dotu, to inf Z = —oc.
o° sup() = —oo oraz inf () = +oo.

3Czytamy: supremum.

4Czytamy: infimum.

5To sie moze wydawaé¢ dziwne, wiec napiszmy to wyraznie: kres gérny zbioru pustego to minus
nieskonczonosé, a kres dolny zbioru pustego to plus nieskonczonosé.
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Widzimy wiec, ze dla kazdego zbioru Z C R napisy inf Z oraz sup Z maja sens. Moga
one oznacza¢ liczbe rzeczywista lub 4+o0o0. To zupetnie inna sytuacja niz w przypadku
napisu nh_)Iglo an, ktéry czesto nie ma zadnego sensu, jak np. dla a, = (—1)". To moze sie
przydaé¢ do definiowania wielkosci matematycznych bez koniecznosci przeprowadzania
dowodéw w momencie formutowania definicji. Na przyktad liczbe e zdefiniowalismy jako

1 n
e= lim <1+) .
n—oo n

Ale aby w ogdle te definicje sformutowaé (czyli wiedzieé, ze jest sensowna), musieliSmy
najpierw udowodni¢, ze powyzsza granica istnieje. Tymczasem piszac

ezsup{(l%—i) : nGN}

mamy od razu poprawna definicje. Nie wiemy wprawdzie, czy tak zdefiniowane e jest
liczba czy nieskonczonodcia, ale sama definicja poprawnie co$ definiuje. Dopiero dalsze
rozwazania pokazujg nam, czym jest owo e. Skoro ciag

().

okazuje si¢ by¢ rosnacy i ograniczony, to jest zbiezny, a jego granica jest jednoczesnie
kresem gérnym zbioru jego wyrazow.

Inne zastosowanie kresow do sprawnego definiowania rozmaitych wielkosci poznamy
w drugim semestrze przy okazji catki oznaczonej. Aby poczué przedsmak tego, co woOw-
czas nastapi, zastanéwmy sie, jak zdefiniowaé¢ pole obszaru na ptaszczyznie®. Zalézmy
przy tym, ze $wietnie rozumiemy czym sa pola wielokatéw. Pierwszy pomyst polega
na coraz lepszym przyblizaniu obszaru wielokatami i zdefiniowaniu pola jako granicy pél
tych wielokatow. Ale po pierwsze nie wiemy, czy taka granica istnieje, a po drugie wyboér
ciggu wielokatow przyblizajacych figure moze mie¢ wpltyw na uzyskane graniczne pole.
Tymczasem trudnosci te znikaja, gdy zdefiniujemy pole figury jako kres gérny pol wie-
lokatéw w niej zawartych, ewentualnie jako kres dolny pol wielokatow ja zawierajacych.

* * k% ¥ ok k k % * ok ok *
* Xk ok *

Nie bedziemy za bardzo zglebiaé¢ teoretycznych i technicznych aspektow pojecia kre-
sow. Postarajmy sie za to nabra¢ umiejetnosci wyznacznia kresow konkretnych zbiorow.
Czasami wymagacé to bedzie jedynie zrozumienia jak wyglada zbior, a czasami przepro-
wadzenia jakiego$ rozumowania.

Przyjrzyjmy sie¢ wiec kilku réznorodnym przyktadom.

176. Wyznaczy¢ kresy zbioru
7 = {\/n2+n—n: nGN}

i okresli¢, czy kresy naleza do zbioru Z.

6Myélmy o obszarze ograniczonym pewna krzywa zamknietg i powstrzymajmy sie od zadawania
kloptoliwych pytan w stylu: A co to jest krzywa?
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Rozwigzanie:

7Zhior Z jest zbiorem wyrazow pewnego ciagu liczbowego. Zbadajmy wiec monotonicznosé
tego ciggu. W tym celu przeksztatcamy wzor na n-ty wyraz ciggu:

1
vVnZ+n—n= o = ;
vnitntn 14241
skad wynika, ze ciag jest rosnacy (bo licznik i mianownik sg dodatnie, a wraz ze wzro-
stem n mianownik maleje). Zatem kresem dolnym jest pierwszy wyraz ciagu réwny
V2 —1, ktéry nalezy do zbioru Z, a kresem gérnym jest granica ciagu réwna 1/2, ktéra
nie nalezy do zbioru Z.

177. Wyznaczy¢ kresy zbioru
Z = {\/m —n:ne N}
i okresli¢, czy kresy nalezg do zbioru Z.
Rozwigzanie:

7Zhior Z jest zbiorem wyrazow pewnego ciagu liczbowego. Zbadajmy wiec monotonicznosé
tego ciggu. W tym celu przeksztatcamy wzor na n-ty wyraz ciagu:

5 B n+1 B 1+ %
e i n Jixitg+1
skad nic nie wynika o monotonicznosci ciagu, bo licznik i mianownik maleja wraz ze wzro-
stem n.
Zasosujmy wiec wzor skroconego mnozenia tak, aby od pierwiastka odejmowac wyra-
zenie doktadniej go przyblizajace, a mianowicie n+1/2. Otrzymujemy:

1 1 3/4 1
vn?l+n+l—n=vn?+n-+ —<n+>+— +-,
2) 2 Vn?tn+l+(n+3) 2
skad wynika, ze ciag jest malejacy (bo licznik i mianownik sa dodatnie, a wraz ze wzro-
stem 7 mianownik roénie). Zatem kresem gérnym jest pierwszy wyraz ciggu rowny v/3—1,
ktéry nalezy do zbioru Z, a kresem dolnym jest granica ciagu réwna 1/2, ktéra nie nalezy
do zbioru Z.

178. Wyznaczy¢ kresy zbioru
7 = {mn :m,neN }
m?2+n?
i okresli¢, czy kresy nalezg do zbioru Z.
Rozwigzanie:

Rozwiazanie zadania oprzemy na nastepujacych spostrzezeniach:

1° Wszystkie elementy zbioru Z sa dodatnie.
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2° Istnieje ciag o wyrazach ze zbioru Z zbiezny do zera.

Dla dowodu tego spostrzezenia wystarczy przyja¢ m =1 w wyrazeniu
mn

m2+n?’
Otrzymamy wowczas
=0.

. 1
lim 5 = lim

3° Liczba 1/2 jest elementem zbioru Z.
Aby to zobaczy¢, wystaczy podstawi¢ m=11in=1w (é).
4° Kazdy element zbioru Z jest nie wiekszy od 1/2.
Istotnie, z nieréwnosci miedzy érednig geometryczng i arytmetyczng liczb m? i n? otrzy-
mujemy
2., .2
T2 < m ;—n ’

co tatwo przeksztatcamy do postaci
mn 1

m24n2 2
Na podstawie spostrzezen 1° i 2° stwierdzamy, ze inf Z =0, a ze spostrzezen 3° i 4°
wynika sup Z =1/2.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny 0, a kres gorny 1/2.

179. Wyznaczy¢ kresy zbioru

Z:{T: m,neN A 2n2<m2<4n2}
n

i okresli¢, czy kresy nalezg do zbioru Z.
Rozwigzanie:
Zbiér Z jest zbiorem wszystkich liczb wymiernych dodadnich, ktére moga” by¢ zapisane
w postaci m/n z licznikiem i mianownikiem spelniajacymi nieréwnosci:
2n2 <m? <4n?.
Przeksztatcenie powyzszych nieréwnosci prowadzi do

V2a< <o,
n
skad wynika, ze
Z=[v2,2]nQ.
Poniewaz v/2 jest liczba niewymierna, nie nalezy ona do zbioru Z.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny v/2 i nie nalezy do zbioru. Kres
gérny jest réwny 2 i nalezy do zbioru.

"Mogtoby byé tak, ze jeden z zapiséw liczby wymiernej speinia podane nieréwnoéci, a inny nie.
Tu jednak okaze sie, ze prawdziwos¢ podanych nieréwnosci nie zalezy od m i n, a jedynie od wartoéci
ilorazu m/n.
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