Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21
Ciagi — troche teorii i dowodow.
Dzi$ uzupethienie wiedzy teoretycznej o ciagach liczbowych.
Przykladowy dowdéd: granica sumy jest sumg granic.

Udowodnimy, ze jezeli ciag (a,) jest zbiezny do granicy g, a ciag (b,) jest zbiezny
do granicy h, to ciag (a, +b,) jest zbiezny do g+ h.

Zaktadamy:

Chcemy udowodnic:

e>0 Z%f ngN |(an+bn)—(g+h)|<€

Pierwsza naiwna proba dowodu polega na bezmy$lnym manipulowaniu nieréwnoscia-
mi wyjetymi z kontekstu kwantyfikatorow, w ktorym sg one osadzone.
A konkretnie: z nieréwnosci
la, —g| <e

oraz
|b,—h|<e

chcemy uzyskaé oszacowanie wielkosci
Mozemy przy tym korzystaé z nieréwnosci tréjkata: |z +y| < |z|+|y|. Najlepsze oszaco-
wanie, jakie udaje sie wykonac, to

[(an+bn) — (g+h)| =(an—g)+ (by—h)| <|a, —g|+ b, —h| <e+e=2¢.
Widzimy, ze wielko$¢ te udato nam sie oszacowaé przez 2¢ zamiast wymaganego w defi-
nicji €. Z tego mozna si¢ probowaé¢ wyttumaczy¢, twierdzac, ze 2¢ moze by¢ uczynione
dowolnie matym. To moze da¢ ztudzenie przeprowadzonego dowodu. Ale zignorowa-

nie kwantyfikatorow i wykonanie manipulacji na nieréwnosciach wyrwanych z kontekstu
nie moze doprowadzi¢ do rozumowania, ktére datoby sie uznaé¢ za dowdd.

Podstawowy problem polega na tym, ze w rozwaznych trzech definicjach wystepuja
zmienne zwiazane nazywane tymi samymi literkami (e, N, n), co mocno utrudnia przesle-
dzenie zaleznosci miedzy nimi. Dlatego dopiszmy do tych literek znaczki, ktére formalnie
niczego nie wnosza, ale przypominaja nam co pochodzi z ktérej definicji i od czego zalezy:
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v = \4 ap —g| <€
£1>0 Ni(e1) n>N1(51) | " g| !

by,) — h)| <
z—:io ]% nZVN [(an +bp) —(g+h)| <e

Na przyktad Nj (1) oznacza N dobrane w pierwszej definicji do e;.

Tak wiec zaktadajac

chcemy udowodnic

5¥0 ]%I/' n\gN |(an+bn)_(g+h)|<€

W tym momencie szacowanie wielkosci

przybiera postac

[(an+bn) = (g+h)|=|(an—g)+ (bp—h)| <|an—g|+[by—h| <e1+e2.

Wymaga ono uzycia nieréwnosci
|an -9 | <éep

oraz
‘bn — h‘ <é&g,

ktére sa spelnione odpowiednio dla n > Nj (e1) oraz n > Ns(e2). Aby uzyskaé

|(an+b,)—(g+h)| <e

na podstawie
‘(an‘i‘bn) - (g‘i‘h)‘ <e1+ée2

wystarczy przyjaé¢ ey =e9=¢/2.
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Teraz mozemy pozbieraé¢ te uwagi i zredagowa¢ dowod tego, ze

5\Z0 ]%If n\gN |((1n—|—bn)—(g—|—h)|<8

Mamy dowies¢:

J V co$ tam
e>0 N n>=N

Czyli schemat dowodu jest taki: dostajemy od kogos . Do tego epsilona mamy dobraé
takie N, aby dalej byto dobrze, czyli aby dla kazdego n > N zachodzito co$ tam. Tym

co$ tam jest nieréwnosé
[(an+bn) = (g+h)[<e,

ktora wymaga
|an - g| <éer

oraz
‘bn — h‘ <é&g,

a to z kolei wymaga n > Nj (1) oraz n > Ny (g9) przy €1 =e9=¢/2.

No to lecimy z dowodem wyczyszczonym z niepotrzebnych elementéw:

Niech € bedzie dowolng liczbg rzeczywista dodatnig. Dobieramy

Yo (3(5).24(5).

Wowczas dla kazdego n > N mamy

n>= N; (E) oraz n = Ny (E) ,
2 2
skad otrzymujemy odpowiednio
€
n <3z
lan =gl <5
oraz )
b,—h|<—=.
bu—hl < S
Stad

g ¢

|(an+bn)—(g+h)| =(an—g)+ (bp—h)| <|an—g|+|bp—h| <=+ = =¢.

2 2

To konczy dowdd twierdzenia o sumie granic.

Wyktad 15 - 147 -

10.11.2020



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Przykladowy dowdd: granica iloczynu jest iloczynem granic.

Udowodnimy, ze jezeli ciag (a,) jest zbiezny do granicy g, a ciag (b,) jest zbiezny
do granicy h, to ciag (a,b,) jest zbiezny do gh.

Zaktadajac

chcemy udowodnié¢

gi@ ]%l[ n}VN |(anbn) - (gh)| <€

W zasadzie chciatoby sie przepisa¢ poprzedni dowod, ale nie wida¢ od razu jak osza-
cowad

[(anbn) — (gh)] -

Sztuczka, jaka stosujemy dla oszacowania réznicy iloczynu, to wprowadzenie z plusem
i z minusem ilocznynu zawierajacego po jednym czynniku z kazdego z odejmowanych
iloczynéw:

| @by — gh|=|anby — anh+anh — gh|<|anby, — anh|+lanh — gh|=|a,|-|b, — h|+|R|-|a, — g|=
=lan—g+gl-1bn—h[+[h]-|an—g] < (lan = g[ +19]) - [bn = [+ |A] - |an — 9] <
<(I+lg])-ea+1[hl-e1 <(lg[+1)-e2+(|A]+1) €1,
o ile
lan—g| <1, la, —g| <ei oraz |b, —h| <ey.
Do tego potrzebujemy:
(lgl+1) -2+ ([h[+1)-e1 <,

co wymaga na przyktad

€
oraz -
(gl+1) =<,

czyli
P L
PN 2(|al+1)

oraz

£
T —
~2-(lgl+1)
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To prowadzi do nastepujacego dowodu:

Niech € bedzie dowolng liczba rzeczywista dodatnig. Dobieramy

v=max (03 (5 5) ¥ ()

Wowczas dla kazdego n > N mamy
€ €
n > Nqi(1), nz2N|— oraz nz2Ny|—— |,
(1) 1(2-(|h|+1)> 2<z-<|g|+1>>

skad otrzymujemy odpowiednio

|an—g| <1,
g
=91 < 5T
oraz £
o= < S gl D)
Stad

|a,b, — gh|=lanb, — anh+ a,h — gh|<|anb, — a,h|+|a,h — gh|=lay|-|b, — h|+|h|-|a, — g|=
= |an_g+g|"bn_h|+‘h"|an_g| < <|an_g|+’g’)'|bn_h‘+|h|'|an_g| <
€

1)+(|h|+1)'2.7:€.

S Utlal)- 3 2 (al+ (1)

13
S E—— T
TEE:

o <o+

Warunek Cauchy’ego.

Przypomnijmy, ze ciag (a,) spelnia warunek Cauchy’ego (inaczej: jest ciaggiem
Cauchy’ego), jezeli

VY 3 VYV |am—as]<e.
e>0 N mn=>N

Intuicyjnie: Warunek Cauchy’ego oznacza, ze dalekie wyrazy ciagu sa bliskie sobie.

Okazuje sie, ze spelnianie warunku Cauchy’ego jest rownowazne zbieznosci ciggu.
Udowodnimy to tylko w jedna strone, a mianowicie wykazemy, ze ze zbieznosci cig-
gu (ay):

an—g|l <&
e1>0 Nl(gl) n>N1(61)

wynika spelianie przez niego warunku Cauchy’ego:

V 3 YV an—ayl<e
e>0 N mn>N
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Dowdd wyglada nastepujaco:

Niech € bedzie dowolng liczba rzeczywista dodatnig. Dobieramy
N=N, (5) .
2

Woéwcezas dla kazdych m,n > N mamy

m> N (%) oraz n>= Ny <%> ,
skad otrzymujemy

€
m <3z
|am =9 <5

oraz
lan—gl <5
n—d 9"

Stad

Naturalne wydaje si¢ pytanie: Skoro warunek Cauchy’ego i zbiezno$¢ oznaczaja to sa-
mo, to po co uzywaé¢ dwoch réznych pojeé dla okreslenia tej samej whasnosci?

Ot6z ludzie uogdlniajg zbiezno$¢ ciggdéw na bardziej abstrakcyjne obiekty, zwane prze-
strzeniami metrycznymi. W kazdej przestrzeni metrycznej ciag zbiezny spetnia warunek
Cauchy’ego, czego dowdd praktycznie jest powyzej!. Natomiast w drugg strone to juz nie
zawsze tak jest. Co wigcej, to ze w jakiejs przestrzeni metrycznej kazdy cigg Cauchy’ego
jest zbiezny, jest na tyle interesujace, ze doczekalo sie specjalnej nazwy: przestrzen me-
tryczna, w ktorej tak jest, nazywa si¢ przestrzenia zupelna.

Bardzo tatwo wyobrazi¢ sobie przestrzen, ktora nie jest zupelna: liczby wymierne.
W éwiecie liczb wymiernych ciag kolejnych przyblizen dziesietnych? liczby v/2:
10 vE+
107
spetnia warunek Cauchy’ego, ale do zadnej liczby wymiernej zbiezny nie jest.

Qp =

Twierdzenie Bolzana-Weierstrassa.

Trzeba znaé idee dowodu tego twierdzenia. Najlepiej obejrzeé (jesli ktos tego wezesniej
nie zrobil) w internecie® wyktad doc. Gérniaka z PWr:
Odcinek 21: Podciag ciagu. Lemat Bolzano-Weierstrassa.

Tdea ogdélnego dowodu jest niezmienna niezaleznie od komplikacji samej przestrzeni: jesli wyrazy
ciagu sa bliskie granicy, to sg bliskie siebie.

1
2Zapis [z] oznacza czesé catkowita liczby z, a wigc {x—!— 2} jest zaokragleniem liczby x do najblizszej

liczby catowitej, gdzie potowki zaokraglamy w gore.
3Link do wyktadéw doc. Gérniaka: https://oze.pwr.edu.pl/kursy/analiza/analiza.html
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Zbieznos¢ ciggéw monotonicznych i ograniczonych — przyktady.

171. Jaka warto$¢ ma liczba \124—\}24—\/2—#\/2—1-,/2—1—‘/... ?

Rozwigzanie:
Oznaczajac dane wyrazenie przez x zauwazamy, ze
e=vatz,
czyli
2 =242,

skad £ =—1 lub z =2. Poniewaz x musi by¢ nieujemne (jako pierwiastek kwadratowy),
otrzymujemy x = 2.

172. Jaka warto$¢ ma liczba \IQ-JQ-\/Z\/Q-,/Z,/... ?

Rozwigzanie:

Oznaczajac dane wyrazenie przez x zauwazamy, ze
=2,

czyli
r? =2z,

skad 2 =0 lub z =2. Wiemy, ze = musi by¢ nieujemne (jako pierwiastek kwadratowy),
ale to nam nie pomaga w wybraniu wlasciwej wartosci.

Ponadto takie podejscie milczaco zakltada, ze napisane wyrazenie ma sensownie zde-
finiowana warto$¢ i ze mozna tym wyrazeniem odpowiednio manipulowaé¢. Wiec zanim
zdecydujemy sie troche w ciemno przypisa¢ mu jakas wartos¢, zastandéwmy sie, co takie
wyrazenie mogtoby oznaczaé.

Mamy napis sktadajacy sie z nieskonczenie wielu pierwiastkéw. Gdyby$my chcieli
z dobra doktadnoscig obliczy¢ jego wartosé, trzeba byloby obliczyé¢ warto$é wyrazenia
skonczonego, cho¢ moze rozciggajacego sie po horyzont. Jednym stowem trzeba bytoby
te pierwiastki urwac¢ bardzo bardzo daleko. To jest nic innego niz rozwazenie ciggu liczb
zapisanych w ten sam desen, co dane wyrazenie, tylko sktadajacych si¢ z coraz wigkszej
liczby pierwiastkéw, a nastepnie zainteresowanie sie granica tego ciggu.

Niech wiec

an:\JQ- 2:1/2-V/2:V2,

n dwdjek

czyli
a;=v?2 oraz py1=vV2-a, dla neN.
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Indukcyjnie dowodzimy, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnos¢ a,, < 2:
a=v2<2 oraz (an<2):>(an+1:\/2-an<\/2~2:2).

Indukcyjnie dowodzimy, ze ciag (a,) jest rosnacy:

alz\/§<\/2-\/§:a2 oraz (an<an+1):>(an+1:\/2~an<\/2-an+1:an+2) .

Skoro ciag (a,,) jest rosnacy i ograniczony z géry przez liczbe 2, to jest zbiezny. Niech x
bedzie jego granicg. Wtedy

xz%i_)rgoanﬂ :,}LTQO\/Q'%: \ /2-7L1i_)r{30an: V2,
co wobec dodatnioci wyrazéw ciagu (a,) prowadzi do x =2.

* * ok ok * ok ok ok ok * ox X *
*

W tym momencie trzeba si¢ uderzy¢ w piersi i przyznac, ze rozwigzanie poprzednie-
go zadania pozostawia watpliwosci, gdyz nie wykazaliémy, ze dane wyrazenie ma sens.
Jednak wystarczy skopiowaé¢ powyzsze rozwiazanie:

Niech
an:J2+\/2+\/2+\/2+\/§,
n dwdjek
czyli

a =2 oraz ni1=v2+a, dla neN.
Indukcyjnie dowodzimy, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnosé a,, < 2:
a=v2<2 oraz (an<2):>(an+1:\/2—|—an<\/2+2:2> )

Indukcyjnie dowodzimy, ze ciag (a,) jest rosnacy:

a1 =vV2<\V2+v2=a, oraz (an<an+1):>(an+1:\/2+an<\/2+an+1:an+2) :

Skoro ciag (a,) jest rosnacy i ograniczony z gory przez liczbe 2, to jest zbiezny. Niech x
bedzie jego granica. Wtedy

T i ann = i V2 an = 24 i 6, = V2,

co wobec dodatniosci wyrazéw ciagu (a,) prowadzi do z = 2.

i
/32
173. Jaka warto$¢ ma liczba v/2 ?
Rozwigzanie:

Oznaczajac dane wyrazenie przez x zauwazamy, ze

r=(v2)"
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czyli

Yr=v2,

skad* x =2 lub  =4. Na razie nie mamy jednak zadnych podstaw, aby wskazaé ktora-
kolwiek z tych wartosci jako lepsza od drugie;j.
Przyjmijmy, ze a, jest skonczona wieza poteg ztozong z n pierwiastkéw, czyli

a; =2 oraz Upi1 = (\/§>an dla neN.

Indukcyjnie dowodzimy, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnos¢ a,, < 2:
@=v2<2 oz (4 <2)= (o =(v2)" < (v2) =2) .
Indukcyjnie dowodzimy, ze ciag (a,) jest rosnacy:

\/i an An,

a=V2< (\@) = ay oraz (an < apy1) = (anH = (\/5) < (\/§> = an+2) )

Skoro ciag (a,,) jest rosnacy i ograniczony z géry przez liczbe 2, to jest zbiezny. Niech x
bedzie jego granica. Wtedy

an lim an T
r= lim anyy = lim (\/§> = (\/5)“*“’ = <\/§) ,

co wobec ograniczonosci ciagu (a,,) z gory przez 2 prowadzi do odrzucenia x = 4. Osta-
tecznie x =2.

174. Czy wyrazenie a , gdzie a=13/9=1,(4), ma sens liczbowy?

Rozwigzanie:
Przyjmijmy, Ze a, jest skoficzong wiezg poteg® zlozona z n egzemplarzy liczby a, czyli

a1=13/9  oraz  a,1=(13/9)"" dla neN.
Indukcyjnie dowodzimy, ze ciag (a,) jest rosnacy:
a=a<a"=ay oraz (an < api1) = (App1 =a™ <a™ ' =a,49) .

Indukecyjnie dowodzimy®, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnoéé a,, < 2,65:

a1 =1,(4)<2,65  oraz (4, <2,65)= (a,11=(1,(4)" < (1,(4))** <2,65) .

Skoro ciag (a,) jest rosnacy i ograniczony z gory przez liczbe 2,65, to jest zbiezny,
a jego granica jest wartosciag danego w zadaniu nieskonczonego wyrazenia.

Obliczenia przy uzyciu komputera pokazuja, ze granica rozwazanego ciggu, a wiec
i warto$¢ danego wyrazenia, jest w przyblizeniu réwna 2,6413222.

4Nietrudno sprawdzié, ze liczby 2 i 4 sg rozwigzaniami tego réwnania. Wykazanie, ze nie ma wiecej
rozwigzan wymaga wiedzy, ktérej na razie nie mamy, ale jeszcze w tym semestrze posiadziemy.

5Dla duzych n to powinno byé $wietne przyblizenie wartoéci nieskoficzonej wiezy poteg.

SWspomagajac sie kalkulatorem, ktéry weryfikuje, ze

(1,(4))>% <2,65.
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175. Czy wyrazenie a”

Rozwigzanie:

Na pierwszy rzut oka wyglada to na nudna kalke poprzedniego przyktadu.

a

a

Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

, gdzie a ="T18/497 ~ 1,444668, ma sens liczbowy?

Przyjmijmy wiec, ze a, jest skonczong wiezg poteg ztozong z n egzemplarzy liczby a,

czyli

ay = 718/497

oraz

a1 = (T18/497)

Obliczenia przy uzyciu komputera pokazuja, ze

Wyktad 15

a; ~1,444668
as ~1,701421
as ~1,869962
ay~1,989574
a5 ~2,079076
ag ~2,148671
a7 ~2,204393
ag ~2,250047
ag ~2,288156
ayp ~ 2,320461
(90 =~ 2,490369
ago ~ 2,558257
a40 ~ 2,594898
aso ~2,617854
ago ~= 2,633595
a7~ 2,645063
ago ~= 2,653792
agp ~ 2,66066
a100 ~ 2,666206
900 ~ 2,691756
aspo ~ 2,700515
ag00 ~ 2,704952
asp0 ~ 2,707639
agoo ~ 2,709446
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ar00 ~ 2,710746
agoo ~2,71173
agoo ~ 2,712502
a1000 ~ 2,713126
2000 ~ 2,716092
a3000 ~ 2, 717296
Q4000 ~ 2,718116
as000 ~ 2, 718886

Jak na razie wszystko wskazuje na to, ze ciag jest zbiezny do granicy okoto 2,72...

i ciag (a,) dazy do nieskonczonosci.

agooo ~ 2, 719859
a7000 ~ 2,721684
agooo ~ 2, 730474
as100 ~ 2,734094
ago00 ~ 2, 74068

ag300 = 2, 756469
agq00 ~ 2,845796
agq10 ~ 2,884433
agq20 ~ 2,956325
agq30 ~ 3,135727
agas0 ~ 4,292083
agqq1 ~4,849955
agq42 = 5,95481

agqq3 ~ 8,941048
agqqq ~ 26,82217
agqq5 ~ 19289, 71

agaag ~ 7,569799 - 103081

Zatem dane wyrazenie nie ma sensu liczbowego (mozna mu co najwyzej przypisaé

warto$¢ nieskonczona).
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