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Twierdzenie o trzech ciggach.

Dzis opowiem Wam o kolejnym twierdzeniu umozliwiajacym sprawne obliczanie granic
ciggow. Bardziej teoretyczne rozwazania zwigzane z ciggami wytoze odrobinke pozniej.

Na poczatek spojrzmy na takie zadanie:

134. Obliczy¢ granice
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W pierwszym odruchu niejeden poczatkujacy granicoobliczeniowiec pomysli tak: Wy-
raz ciggu jest sumg, ktorej kazdy sktadnik dazy do zera, a ze granica sumy jest sumag
granic, to w granicy otrzymamy sume zer, czyli zero. Niestety takie rozumowanie jest
btedne i prowadzi do btednych wynikdow.

Mamy bowiem uproszczong sytuacje:

11 1 1 11
l=—4—+=+=+..+=+—,
n n n n n n

n razy
w ktorej lewa strona jest jedynka, a prawa strona jest suma sktadnikéw dazacych do zera
przy n— oo. Wida¢ tu ewidentnie, ze granica sumy sktadnikéw dazacych do zera moze
by¢ rézna od zera, jesli liczba sktadnikéw ro$nie nieograniczenie.
Granica sumy, i owszem, jest sumg granic, ale aby tak twierdzi¢, musimy mie¢ ustalona
liczbe sktadnikéw.

Wyrazenia pod znakiem granicy nie uda nam sie sensownie przeksztatci¢ — pier-
wiastki do$¢ przypadkowych liczb w mianownikach skutecznie odbieraja nam nadzieje
na uzyteczne przeksztatcenie tej sumy. Bedac niewolnikami doktadnego przeksztatcania
wyrazen, nie ruszymy z miejsca. Tymczasem nasz cel jest skromniejszy niz kurczowe trzy-
manie sie doktadnej wartosci wyrazéw ciggu: chcemy zrozumie¢ jaka jest w przyblizeniu
wielkos¢ wyrazow ciggu o duzych indeksach.

W tym celu dokonajmy szacowania danej sumy od géry i od dotu przez mozliwie proste
wyrazenia. Szacowanie nie musi by¢ super doktadne, byleby nie byto przerazliwie grube.
Oszacujemy sume przez liczbe jej sktadnikéw pomnozong przez skladnik najmniejszy?
i najwiekszy?. Suma ma n sktadnikéw, z ktérych pierwszy jest najwickszy, a ostatni
najmniejszy. Wobec tego
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Poniewaz dla duzych n oba oszacowania (dolne i gérne) sa liczbami bliskimi 1, wiec
rozwazana suma jest takze bliska 1. To sugeruje, ze dana w zadaniu granica istnieje i jest
rowna 1.

IDla oszacowania od dotu.
2Dla oszacowania od géry.
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Tak jest w istocie, gdyz w powyzszym rozumowaniu wykorzystaliSmy nastepujace
twierdzenie:

TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH®: Jezeli dane sa takie trzy ciagi (a,), (b,), (cn),
ze dla kazdej? liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

b, <a, <c,,

a ponadto ciagi (b,) i (¢,) sa zbiezne do wspélnej granicy g, to ciag (a,) tez jest zbiezny
i jego granica jest g, czyli wspdlna granica ciagow (b,) i (cy).

Skrétowo mozemy to zapisa¢ przy pomocy symboli jako:
<<Vbn<an<cn> A limbnzlimcn:g> = lima,=g.

Uzytek z twierdzenia o trzech ciggach robimy nastepujaco. Zatézmy, ze dany jest
cigg, w ktorym nie jesteSmy w stanie sensownie przeksztalci¢é wzoru na n-ty wyraz.
Jezeli potrafimy tak oszacowac wyrazy ciggu od goéry i od dotu, aby oszacowania te miaty
wspoélng granice, to ta wspolna granica jest takze granica wyjsciowego ciggu. Oszacowania,
te powinny mie¢ nastepujace 3 cechy:

e wyrazenia, ktorymi szacujemy wyrazy ciaggu powinny by¢ na tyle proste, aby dato si¢
w nich tatwo przejs¢ do granicy,

e szacowania nie powinny by¢ zbyt grube, bo wyrazenia szacujace powinny mie¢ wspolna
granice,

e przy spetnieniu powyzszych dwoch warunkéw, powinnismy stara¢ sie przeprowadzi¢
oszacowania w mozliwie najprostszy sposob.

Popatrzmy na kolejny przyktad:

135. Obliczy¢ granice
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Pod znakiem granicy wystepuje suma zlozona z n sktadnikéw®. Tym razem nie be-

dziemy mieli ambicji, aby okresli¢, ktory sktadnik jest najwigkszy, a ktéry najmniejszy.

Nie jest to oczywiste, gdyz w miare posuwania sie od poczatku do konca sumy, liczniki
sktadnikéw rosng®, ale rosng tez mianowniki’.

3Twiedzenie to jest czasem zartobliwie nazywane twierdzeniem o policjantach, ze wzgledu na naste-
pujace sformutowanie: Jezeli ulicg idzie dwoch policjantow, a miedzy nimi student, i policjanci idg na
komisariat, to student tez idzie na komisariat.

4Prosciej i zgrabniej jest powiedzieé¢ ”dla kazdej”, ale poniewaz zbieznoéé i granica ciagu nie zaleza
od majstrowania przy skonczenie wielu wyrazach ciagu, mozna byloby napisaé¢ ”dla prawie kazdej”,
rozumiejac przez to, ze dopuszczamy skonczenie wiele n, dla ktorych te nieréwnosci nie sg spelnione.

5Na wyktadzie podaje przyklady, w ktérych sumy maja n sktadnikéw. Chodzi o to, aby nie kom-
plikowa¢ tych przykladow i wyraznie pokazaé podstawowe zjawiska. Przyktady, w ktorych wyznaczenie
liczby wyrazéw jest istotna czescia zadania, pojawia sie na liScie zadan nr 9.

6Co przy dodatnich sktadnikach jest przyczynkiem do wzrostu sktadnikéw.

"A to z kolei jest przyczynkiem do tego, aby sktadniki malaly.
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W zupelno$ci wystarczy, ze oszacujemy sktadniki od gory i od dotu, korzystajac z po-
staci k-tego® sktadnika:

Vni+1 B Vni+k B vni4n

nd+n - nd+k o nd4+1
W powyzszych oszacowaniach oszacowaliémy niezaleznie od siebie mianowniki i liczniki.
Inne sensowne oszacowania to:

Vnt+0 vni+k Vnitn

< < -

n3+n n3+k n34+0
Wykorzystanie ostatnich oszacowan w potaczeniu z wyznaczona wczesniej liczbg sktad-
nikéw réwng n daje:
Vni+0 o vni+1l Vni+2 Vni+3 vni+n o vni+n
n+n  nd41 nd+2 n3+3 ot PENTEE L FE O
Poniewaz oszacowania dolne i gérne daza do 1 przy n — 0o, na mocy twierdzenia o trzech
ciagach dana w zadaniu granica istnieje i jest réwna 1.

n .

W powyzszych dwoch przyktadach szacowania sum mialty mozliwie prosta postac:
liczba sktadnikéw razy wspolne oszacowanie sktadnikow. Taka strategia szacowania wy-
starczy do rozwiazania zadan z listy 9.

Zajmijmy sie teraz przyktadami, w ktorych takie podejscie jest niewystarczajace.

136. Obliczy¢ granice
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Najpierw zobaczmy, do czego doprowadzi szacowanie sktadnikéw przez wspolng wiel-
kos¢:

n+1 < n+1 n n+2 n n+3 - 2n < 2n 9
< oot ——— n———2.
vni+n VA4l VnA42  Vnd+3 vnitn vni+1

Tym razem oszacowania dolne i gérne dazg do réznych granic. Zatem rozwazany w za-
daniu cigg® moze by¢ zbiezny do jakiejkolwiek liczby pomiedzy!'® 1 i 2, ale moze by¢ tez

7T (=1
rozbiezny, jak np. ciag <+( )

l—n-

majacy na przemian wyrazy 1,21 1,6.
5 5 neN

Skad wziat sie problem? Czyzby$my zrobili jakie$ oszacowania za grubo? Przyjeta
strategia, aby wrzuci¢ wszystkie sktadniki sumy do jednego worka i szacowa¢ wspoélnie,
nie mialta szansy powodzenia. A to dlatego, ze iloraz ostatniego sktadnika do pierwszego
dazy do 2 przy n — oo, czyli dla duzych n jest prawie rowny 2. Jedli do jednego worka

8Gdzie 1 <k < n.
9Chodzi oczywiscie o ciag, ktérego n-ty wyraz jest réwny

n+1 n n+2 n n+3 . 2n
Vr+1l Vnfr2 Vet+3 T Vnttn

107 1 i 2 wlacznie.
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wrzucamy sktadniki, z ktorych najwiekszy jest prawie dwa razy wiekszy od najmniejsze-
go, to nie dziwmy si¢, ze oszacowania dolne i goérne réznig si¢ o czynnik 2.

Zauwazmy, ze za roznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki, podczas gdy
mianowniki sg z grubsza takie same. Wykonajmy wigc szacowania tylko na poziomie
mianownikéw!!, a nastepnie dodajmy liczniki, ktére tworza postep arytmetyczny. Otrzy-
mujemy'

~ ° " n+k " n+k 1 &
n4—|—n ;TH_k k=1\/— ,CZ::I\/n“——l—k kzzjl 0 n? z::n+k
Poniewaz "
S k="
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otrzymujemy
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skad na mocy twierdzenia o trzech ciqgach dana w zadaniu granica jest réwna 3/2.

Powyzszy przyktad moze by¢ nieco demoralizujacy. Poczatkowa proba szacowania
data oszacowania dazace do 1 i 2. Naturalnym kompromisem jest 1,5 i taka granice
w koncu otrzymalismy. Kto$ mogtby pomysle¢, ze to cudowna droga do uogdlnienia
twierdzenia o trzech ciggach. To jednak wynika z prostoty przyktadu, a konkretnie z tego,
ze wyrazy tworza z grubsza postep arytmetyczny'?

Ot6z suma postepu arytmetycznego jest wlasnie takim kompromisem. Naiwnie moz-
na mysle¢, ze suma jest rowna pierwszemu sktadnikowi razy liczba sktadnikéw. A moze
ostatni sktadnik razy liczba sktadnikéw? Dla postepu arytmetycznego odpowiedzig jest
kompromis, a mianowicie jego suma jest srednig arytmetyczng tych dwoch naiwnie bted-
nie obliczonych sum.

Kolejny przyktad pokazuje, ze idealny kompromis nie zawsze jest wtasciwa odpowie-
dzig.

137. Obliczy¢ granice
1 4
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Wspdlne szacowanie skladnikéw prowadzi dO'
2

n-—— —1
m Zmﬁ— NE=

co moze sktaniaé¢ do obstawienia 1/2 jako granicy.

O—n - ——

1P to, aby po oszacowaniu wszystkie sktadniki miaty wspélny mianownik, dzieki czemu bedzie mozna
je dodac.
12Bo mianowniki sg zblizone, a postep arytmetyczny jest w licznikach.
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Tymczasem Wykonujegc szacowania mianownik(’)w otrzymujemy
1 n
— N k2,
/7’L6—|—TL kz:l Z /n6 Z /nﬁ Z /n6 n3 g::l
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Zatem szukana granica ma wartosé¢ 1/3.

Kolejny przyktad:
138. Obliczy¢ granice

I 1 N 8 N 27 F— n?
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dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.

Szacowania mianownikow prowadza do:

n i3

,/nk+—nz ZW ZW ZW nk/3 23

co po uwzglednieniu

n . _n2(n+1)2

daje
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Powyzsze oszacowania dolne i gérne daza do 1/4, o ile k/3=4, czyli k=12.

A na koniec dzisiejszego wyktadu takie oto zadanko:

139. Obliczy¢ granice ciggu:

1 2 3 4
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dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru k, aby granica ta byta liczbg rzeczywista
dodatnig.

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupetnienie jest czescia
zadania.
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Rozwigzanie:

Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 2n+1 sktadnikéw, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

I t .2 .3 4 L 24l
1m .
n=oo\ \/nE4n2+1  VnkF+n242 Vnk+n2+3  VnF4+n2+4 nk + (n+1)2

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe skladnikow), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczni-
ki, podczas gdy przy k>3 mianowniki majg zblizona wielko$¢. Liczniki tworza jednak
postep arytmetyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji
bedziemy szacowa¢ mianowniki przez wspolna wielko$é, nie zmieniajac licznikdéw, a na-
stepnie dodamy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do
1 2 3 4 2n+1

= + + + +...+
ViF 241 VnF4n2+2  VnE4n?+3  Vnk a2 44 n (1)
<1+2+3+4+”;+@n+1y_1+2+3+4+”:+@n+1)_
- nk+0 - nk/2 -
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
1 2 3 4 2n+1

= + + + +ot
VnE+n2+1  VnF+n2+2  VnF+n2+3  VnF4n?+4 nk + (n+1)>2
14+243+44+...+(2n+1)
>
nkF+(n+1)>2

n -

Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

14243+44+...+(2n+1)=(2n+1) - (n+1).

Wobec tego
(2n+1)-(n+1)
Cp = k2 — 2
przy n— o0, o ile k=4. Podobnie
2n+1)- 1 2n+1)- 1
an:(n+)(n+)_ (2n+1)-(n+1) 9

nk o+ (n+1)2 nk/?_\/1+(1+n—1)2,n2—k
przy n— o0, o ile k=4.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <cp,
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a ponadto
lim ¢, =2
n—oo
oraz
lim a, =2,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =2.

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma dla k=4 wartosé¢ 2.

Obejrzyj w internecie'® wyklad doc. Gérniaka z PWr:

Odcinek 20: Twierdzenie o trzech ciggach.

13Link do wykladéw doc. Gérniaka: https://oze.pwr.edu.pl/kursy/analiza/analiza.html
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