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Obliczanie granic ciggow.
Przytoczmy, na razie bez dowodu, podstawowe twierdzenia, ktére pozwolg nam obli-
czaé granice ciggdéw zbieznych! bez odwolywania sie do definicji granicy.
1. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE.
2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,+b,) jest zbiezny i
A (an +bn) = litg an+ lim bn
3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a, —b,) jest zbiezny i

lim (a, —b,) = lim a,, — lim b, .
n—oo n—oo n—oo

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,b,) jest zbiezny i
lim (a,b,) = nlirgoan-nlim b, .

n— oo oo

5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) 1 (b,) sa zbiezne, przy czym b, # 0 oraz RILI& b, # 0, to ciag
(=) jest zbiezny i
a lim a,

lim — ="="=
n—oo b lim b,
n—oo

6. ZBIEZNOSC 1 GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.

7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRANICY.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, przy czym dla kazdego n zachodzi nieréw-
nos¢ a, < b, (odpowiednio a, >b,), to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).
n—oo n—oo n—oo n—oo

8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.
lim £ =0
n—oo

lima=a

n—oo

lim " =0dla |a| <1

n—oo

lim Ya=1dlaa>0

n—od

lim Y/n=1

n—oo

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.
Doktadniej, jesli ciag (a,,) jest zbiezny, przy czym a, >0, to dla k€ N

lim &a, = ¥ lim a,, .
n—oo n n—oo n

Dla nieparzystych k warunek a,, > 0 mozna pomina¢.

a razie méwim, o o granicach wlasciwych, czyli cych liczbami rzeczywistymi.
IN i dwimy tylko o granicach wtasciwych, czyli bedacych liczbami ywistymi
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A oto przyktady zastosowania powyzszych twierdzen do obliczenia trzech granic, ktore
poznalismy na poprzednim wyktadzie.

120. Obliczy¢ granice

lim vVn2+n—n.

n—oo

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratéow przeksztatcamy wyrazenie pod znakiem
granicy, a nastepnie wykonujemy przejscie graniczne:

n 1 1 1
lim vn2+n—n= lim —————= lim = =_.
n—00 n—0 .\ /n24ntn N0 1+%+1 V14+04+1 2

121. Obliczy¢ granice

Y3 nZ—n.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na réznice szesciandow przeksztatcamy wyrazenie pod znakiem gra-
nicy, a nastepnie wykonujemy przejscie graniczne:
3 n? 1
lim Vn3+n?—n= lim = lim =

1 !
140+ ¥1T+0+1 3~

122. Obliczy¢ granice
nlir{>1c)\41/77,4+n3—n.
Rozwigzanie:
Korzystajac dwukrotnie ze wzoru na roznice kwadratéw przeksztatcamy wyrazenie pod

znakiem granicy, a nastepnie wykonujemy przejscie graniczne:
3
n
lim vnt+n3—n= lim =
n—os = (Vi 4n2) - (Vnt 0 +n)

1 1 1

= lim

e (1) (e ie) - (VIF0+1)-(VT+0+1) 4

Obejrzyj w internecie’ wyklad doc. Gérniaka z PWr:

Odcinek 18: Twierdzenia o arytmetyce granic.

2Link do wyktadéw doc. Gérniaka: https://oze.pwr.edu.pl/kursy/analiza/analiza.html
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