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Ciagi liczbowe. Granica.

Ciag liczbowy wyobrazamy sobie jako ustawione po kolei liczby!:

a1, Ao, A3, Ay, ..y 1, Ay Qg1 s - - (&)
Liczby te nazywamy wyrazami ciggu, przy czym liczbe stojaca na n-tej pozycji? nazy-
wamy n-tym wyrazem ciggu.

Z formalnego punktu widzenia definiujemy ciag liczbowy jako funkcje okre$long na
zbiorze liczb naturalnych? i przyjmujaca wartoéci bedace liczbami rzeczywistymi. Jezeli
nazwaé te funkcje a, czyli przyjacé, ze a:N— R, to n-ty wyraz ciagu bedacy wartoscia
funkcji a dla argumentu n nalezaloby oznaczy¢ przez a(n). Jednak w kontekscie ciagu
uzywamy wygodniejszego oznaczenia a,. Co wiecej, na ogdt nie méwimy o ciggu a, re-
zerwujac sobie literke a do ewentualnego oznaczania innych obiektéw matematycznych
mniej lub bardziej zwigzanych z samym ciggiem. A takze rezerwujemy sobie oznaczenia
typu ag do oznaczenia réznych obiektéw matematycznych, chociaz formalista zazgrzy-
tatby zebami, ze przeciez ag powinno oznaczaé wyraz ciaggu stojacy na pozycji zerowej.

Pamietajmy, ze a, oznacza n-ty wyraz ciagu, czyli pewna liczbe rzeczywista. Jezeli
natomiast bedziemy chcieli odnie$¢ sie do ciagu (<), uzyjemy oznaczenia (a,), ktore
nalezy rozumieé jako skrét jednej z nastepujacych pelnych wersji*:

(@n)nen (@n) ey (an:neN)

W tym miejscu nalezy zwrécié uwage na rozréznienie napiséw z nawiasami ”( )"
od napiséw z nawiasami ”{ }”. Nawiaséw ”{ }” uzywamy do oznaczenia zbioréw. Mo-
wigc obrazowo, zbiory nie pamigtajg kolejnosci swoich elementow, ani tez nie ma czegos
takiego jak wielokrotne nalezenie elementu do zbioru. Potencjalny element moze do zbio-
ru naleze¢ albo nie — trzeciej opcji nie ma. Tak wiec ponizsze napisy oznaczajg ten sam
zbior:

(1,2} ={2,1}={1,1,2, 1} ={1+1,1-1,1'}.

Natomiast nawiasy ”( )" stuza do oznaczenia uporzadkowanych uktadéw® liczb® lub
tez do oznaczenia funkcji. Tak wiec kolejnosé elementéw pary uporzadkowanej ma zna-
czenie, np.:

(1,2) #(2,1).
A funkcje f: Dy — R mozemy zapisa¢ jako
f=(f(z): ze€Dy).

W konsekwencji napis {a, : n € N} nie oznacza ciagu liczbowego, ale zbiér wyrazéw
ciagu (a,), czyli wyrazy ciagu z utracona informacja co do kolejnosci i krotnosci ich
wystepowania. Niestety wsrod niektorych autoréw podrecznikow do$é rozpowszechniony
jest zwyczaj pisania: ”"ciag {a,}”. Odnoscie sie do tych Autoréw z naleznym Im szacun-
kiem, ale przyktadu z Nich nie bierzcie.

1Liczb tych jest nieskoriczenie wiele.

2W powyzszym przyktadzie jest to a,,.

3Czyli, powtarzam do znudzenia, catkowitych dodatnich.

4Wersji tych uzyjemy, gdy skrécony zapis moégltby prowadzié¢ do nieporozumien.
®Na przyklad par uporzadkowanych, tréjek uporzadkowanych.

6Badz innych obiektéw matematycznych.
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Mozemy wiec uzy¢ napisu (n2> N dla oznaczenia ciggu kwadratéw liczb naturalnych:
1, 4,9, 16, ...

Przyjrzyjmy sie roznym przyktadom ciagéw liczbowych:
n
o1
b,=(—1)"

hn:%

Zastanowmy si¢, jak wygladaja wyrazy tych ciagow stojace na bardzo dalekich po-
zycjach. W niektoérych przypadkach mozna na to odpowiedzie¢ od razu, a w niektérych
trzeba sie¢ wspomoc odpowiednimi przeksztatceniami lub oszacowaniami. I tak:

n 1 1

p=—"-=o————
2n+1 2 2-(2n+1)

co dla bardzo duzego n jest réwne 1/2 minus bardzo mala liczba dodatnia. Zatem dla

bardzo duzych n mamy a, ~1/2. Mozemy wiec powiedzie¢, ze dalekie wyrazy ciagu (a,)

sa prawie rowne 1/2. Informacja o tym, ze wyraz ciagu ma daleka pozycje pozwala

z bardzo dobra doktadnoscig okresli¢ wartos¢ tego wyrazu — nie musimy przy tym

wiedzie¢, ktory konkretnie to wyraz, bo dalekie wyrazy ciagu sa prawie takie same.

Z kolei w ciggu (b,) wyrazy sa na przemian réwne 1 i —1. Informacja o tym, ze liczba
jest dalekim wyrazem tego ciggu nie pozwala podac jej przyblizonej wartosci, gdyz liczba
ta réwnie dobrze moze by¢ jedynka lub minus jedynka.

W ciagu (¢,) dalekie wyrazy sa duzymi liczbami dodatnimi, nie zblizaja sie wiec
do zadnej konkretnej wartosci liczbowej.

Natomiast w ciagu (d,,) dalekie wyrazy maja duza warto$¢ bezwzgledna, ale na do-
datek bywaja zarowno ujemne jak i dodatnie.

Dla pozostatych ciagéw prawdziwe sg udowodnione przez nas w zeszlym tygodniu
oszacowania:

11 1
LS . !
2 &~ 3 (1)
11 1

S < f < 9
3 a0 <3 (2)
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1 1 1

1—971<9n<1 (3)
2

1<h, <1l+— (4)

vn
z ktoérych to oszacowan wynika, ze bardzo dalekie wyrazy tych ciggéw sa z bardzo dobrym
przyblizeniem réwne odpowiednio 1/2, 1/3, 1/4, 1. Do oszacowan tych mozemy dorzuci¢
utrzymane w tym samym stylu oszacowanie

1 1 1
s——<ap <z 5
2 an -T2 ©)
wynikajace z nierownosci
1 1

> N —
dn " 2-(2n+1)
oraz przypomnie¢ oszacowanie

3

z ostatniego wyktadu.

Skoro dalekie wyrazy ciagéw (an), (€n), (fn), (gn), (hn) sa z dobrym przyblizeniem
rowne odpowiednio 1/2, 1/2, 1/3, 1/4, 1, zastanéwmy si¢ jak daleko wystarczy’ sie
posunaé¢ w tych ciagach, aby btad tego przyblizenia byt mniejszy od jednej milionowe;.

Biorac pod uwagge, ze

1 - 1
Ap—=| < —
2 4n

1 - 1
en——| < —
2 8n

1 1
L T
1 - 1

Gn 4 In
2
h,—1|< —
ho-1l<
3

wystarczy zapewni¢, iz prawe strony tych nieréwnosci nie beda wigksze od wymaga-
nej przez nas jednej milionowej. To oznacza, ze wystarczy, aby n bylo nie mniejsze
odpowiednio® od 250 000, 125000, 125000, 111 112, 4000 000 000 000, 6 000 000 000.

"Zwracam uwage na slowo ”?wystarczy”. Nie pytam jak daleko ”trzeba” sie posunaé, bo to sugerowa-
loby wskazanie optymalnego (najwczes$niejszego) miejsca. Tymezasem chodzi o wskazanie jakiegokolwiek
miejsca (by¢ moze niepotrzebnie zbyt dalekiego), poczawszy od ktérego zadane przyblizenie na pewno
jest realizowane.

8Dla uzyskania ostatniej liczby wykorzystujemy nieréwnosé 33/2 = /27 < 6, z ktérej wynika

3000 00032 < 6000 000 000 .
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W konsekwencji otrzymujemy:

1 1 dla 7 > 250 000
n_i XX A A a =
751 1n S 1000000 "
PRI dla n> 125000
51580 S 1000000 an=
1 1 1
ot o1 dla n> 125000
I =31< 80 < T000000 an
1 1 1
S P L dlan>111112
In =41 9n = 1000000 an
9 1
hy—1< dla n.> 4000 000 000 000
| < 7% < Too0000 an
3 1

|hn—1] < dla n > 6000000 000

<
n?/3 1000000

Dla kazdego z ciagéw (a,), (€n), (fn), (9n), (hn) wskazaliémy wigc taka liczbe? N,
ze dla wszystkich liczb naturalnych n > N réznica miedzy n-tym wyrazem odpowiedniego
ciggu a liczba, do ktorej wyrazy ciggu sie zblizaja, jest mniejsza od jednej milionowej.
Oczywiscie ta jedna milionowa jest tylko przyktadowa liczbg — zamiast niej mozna
bytoby wzia¢ jakakolwiek liczbe rzeczywista dodatnig i stosownie do niej wyznaczy¢
liczbe N méwiacy jak daleko nalezy sie w ciaggu posunac.

Liczba N wecale nie jest jednoznacznie wyznaczona, gdyz nie zaktadamy jej optymal-
nosci. By¢ moze jest ona niepotrzebnie duza, co moze wynikaé z naszej fantazji, a moze
wynika¢ z oszacowan, jakimi dysponowalismy, aby ja uzyskac.

Czas najwyzszy odkry¢ karty i wyraznie napisaé¢ to, czego wiekszos¢ z Was juz sie
zapewne domyéla. Otoz cale te rozwazania prowadza do umotywowania pojecia granicy
ciggu.

Definicja: Liczbe rzeczywista g nazywamy granica ciagu' (a,) wtedy i tylko wtedy,
gdy:
vV 3 vN la, —g| <e.

e>0 N n>

Komentarze do definicji:
e Mam zwyczaj pisa¢ specyfikacje pod kwantyfikatorami, a nie po nich. Uwazam bowiem,
ze tak jest czytelniej, cho¢ moze nie do konca zgodnie z przyjetymi obyczajami.
e Zmienne ¢ oraz N przyjmuja wartosci rzeczywiste, a zmienna n wartosci naturalne.
Jednak wole napisa¢ to obok lub zostawi¢ w domysle, niz dodatkowo komplikowaé¢ tymi
warunkami i tak juz rozbudowany wzorek.

9Tutaj w kazdym z przypadkéw liczba N jest calkowita, ale ma to jedynie walor estetyczny. Gdyby N
bylo liczba niecatkowita, nic ztego by sie nie stalo.

10Chodzi oczywiscie o dowolny ciag (a,), a nie tylko o ten konkretny przyktad ciagu, ktéry wezeéniej
sobie tak oznaczylismy.
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W podanych szacowaniach role € przyjeta jedna milionowa. Wykorzystujac oszaco-
wania, ktéymi akurat dysponowaliSmy, bylismy w stanie wskaza¢ takie miejsce w cig-
gu, od ktérego poczawszy!l wyrazy réznig sie na pewno o mniej niz 6w £ od granicy.
Przyjrzyjmy sie ciagowi (h,). Wykorzystujac dwa rézne oszacowania, a mianowicie (4)
oraz (6), byliSmy w stanie uzyska¢ wartosci:

N =4000000000000 na podstawie nieréwnosci (4),
N = 6000000000 na podstawie nieréwnogci (6) oraz 3 000000%2 < 6000 000 000.

Ktére N jest wiec dobrze dobrane do e =107% dla ciagu (h,) ?

I jedno i drugie i kazde inne wigksze od nich. Przypomnijmy, ze wedtug naszych wcze-
$niejszych ustalen

hy—1| < ———— dlan>4
| | < 1000000 a n > 4000000000000
n—l<— la n>
|h ]<1000000 dla n > 6000000 000
ale stad wynika takze
1
hy—1| < ———— dla n > 102020
e =11 < 100,000 an=10

Istotne jest tylko to, ze dla kazdego ¢ istnieje jakie§ N, ktore spetnia warunek podany

dalej w definicji granicy ciagu:

vV o |h,—1]<e.
>N

n

Na koniec dzisiejszego wyktadu pare drobnych uwag. Jesli ciag ma granice, to nazy-
wamy go ciagiem zbieznym. W przeciwnym razie méwimy o ciggu rozbieznym. Jesli ciag
ma granice, to jest ona jedyna — ciag nie moze by¢ jednoczesnie zbiezny do réznych
granic. Jedli ciag (a,) jest zbiezny, to jego granice zapisujemy'? jako

lim a,, .

n—oo
Warunek lim a, = g mozemy tez zapisa¢'® jako ”a, — g przy n— oo’ albo po prostu
n—oo
jako "a, — ¢g”, gdy z oznaczen lub kontekstu nie ma watpliwosci, ze chodzi o n dazace
do nieskonczonosci.

Zgodnie z tymi oznaczeniami mozemy zapisac, ze

1 1 1
lim — — lim vVn2+n—n=—, lim \3/n3+n2—n:§,

1
lim \4/n4+n3—n:1, lim Y/n=1.

Obejrzyj w internecie'* wyklad doc. Gérniaka z PWr:
Odcinek 17: Ciag zbiezny - definicja granicy ciagu.

1 Ale moze juz znacznie wcze$niej — nie interesuje nas to specjalnie.

12A przy tym lim czytamy jako limes.

1BCzytamy: a, dazy do g przy n dazacym do nieskonczonoSci.

1Link do wykladéw doc. Gérniaka: https://oze.pwr.edu.pl/kursy/analiza/analiza.html
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