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140. Obliczy¢ granice

I (n T L )
im )
n—oo\npd p341 nd3+2 n34+3 nd+4 nd3+5 nd346 (n+1)3

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b, i zauwazmy, ze ma ona
3n? +3n+2 sktadnikéw.

Zachodza wéwczas oszacowania od gory
2 no_
b, < (Bn +3n+2) s =c,
oraz od dotu
n

by > (3n°+3n+2)- CESn s

Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci

an < b, <,

a ponadto
3n?+3n+2 3 2
oraz
! i (3n*+3n+2)-n 3+%+%i3
n1—>noloan_n1—>nolo <n+1>3 _nLIIgoﬁ_ )
(1+3)

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =3.

n—oo

141. Obliczy¢ granice
i < 5n° 41 N 5n° 42 N 5n° +3 N 5n® 44 - 5n® 4+ 4n? )
im et Y.
©\V18n184+1 18n18+2 /18n8+3 /18n8+4 V18n18 +4nd

n—
Rozwigzanie:

Dana pod znakiem granicy suma ma 4n* sktadnikéw i zapisuje sie wzorem
b 42”31 5n°+k
S VI8 Btk
Szacowanie od gory daje
nl End 4k < 42"31 5n°+4nt  4n* (5n° +4n?) .
SV E V0 sV
Szacujac od dotu otrzymujemy
oS +k 0 Bp+0 dntiBnd
,El VisnB+k = ,El VIRt dnt I rdnd

Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci

an <b, <cp,
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a ponadto
. ’ 20n° ’ 20 20  10v2
1M a, = 1111l —F——————— = 11111 = =
n=—00 n—=0o /1818 +4nt n=> /18 +4n—14 /18 3
oraz

. . 4nt-(5n®+4nt) . 4-(5+4nh) 20 10V/2
lim ¢, = lim = lim = = ,
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

1042
3

lim b, =

102

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica istnieje i jest réwna 5

142. Obliczy¢ granice

’ ( nt N n*+1 N n*+2 n*+3 nt+4 (n+1)* )

1m e T |-

n=oo\nT4nt  n"4+nt4l n"4+nt42  nT+nt4+3 nTnt+4 n’+(n+1)*
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+1)*—n*+1=4n3+6n?+4n+2 sktadnikéw.
Szacujemy ja od gory przez iloczyn liczby sktadnikow i wspolnego gérnego oszacowania
sktadnikow:

nt nt+1 n*+2 (n+1)*
ot < (AP 6n? +4An+2) -
n7+n4+n7+n4+1+n7+n4+2 n7+(n+1)4\< oA )
i analogicznie od dohu:
n? nt+1 (n+1)* n?
b > (dn 6 +An+2) —— .
n7+n4+n7—|—n4+1 n7—|—(n—|—1)4/( wrbnT AT ) n’+(n+1)*
Nastepnie kolejno obliczamy granice przy n — oo oszacowan gornego i dolnego:
(4n3+6n?+4n+2)- (n+1)*
T

(n+1)*
n"+0

=(4+6n""+4n>+2n"%). (1+n_1)4 — 4

oraz
n? B 44+6n"t+4n"24+2n"3

n+(n+D)' T 14 (T4 t)tpd
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rOwna 4.

— 4.

<4n3 +6n2+4n+ 2) .
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143. Obliczy¢ granice

: Vi +1 Vn3+2 Vn3+3 n3+k (n+1)3
lim + + +...+ +oot .
=00\ \49nT—1  49nT+1  /49n7—1 V49T + (—1)F V49" —1
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze ostatni sktadnik danej w zadaniu sumy mozna zapisa¢ jako

Vn3+3n2+3n+1
V49n™ —1 ’

skad wynika, ze ma ona 3n?+3n+1 sktadnikéw.

Oznaczymy sume wystepujaca w tresci zadania przez b, 1 oszacujemy ja od gory przez
wspélne oszacowanie sktadnikéow (liczniki od géry, mianowniki od dotu) przemnozone
przez liczbe sktadnikow. Oznaczymy uzyskane oszacowanie przez c,.

b, < <3n2+3n+1>-\/7'1(l;j;1_)31:cn.

Postepujac analogicznie oszacujemy dang sume od dotu przez wspoélne oszacowanie sktad-
nikow (liczniki od dotu, mianowniki od géry) przemnozone przez liczbe sktadnikéw.
Oznaczymy uzyskane oszacowanie przez a,.
vVn3+1
b,, > <3n2+3n—|—1> Ly =a

VAnT+1 "
Obliczajac granice ciagéow (a,) i (c,) otrzymujemy:
vnd+1
nli_}rgoan :711LH010 <3n2—|—3n+ 1) LV = lim (3—1—371_1 —|—n_2>

VAInT+1  noee

Vitn™? 3
VA9+nT 7
oraz
(1+n1)°

(n+1)% -
= lim (3+3n " +n e
( > V49 —n—T7

VAT 1 e

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

lim ¢, = lim (3n2+3n+ 1)~

n—od

_3
=<,

an < b, <cp,

a ponadto
) 3
A Cn =7
oraz
, 3
A dn =7

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
3

lim b, =—.
im -

n—oo
Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 3/7.
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144. Obliczy¢ granice

lim ( n? n n?+1 n n?+2 n%+3 n n?+4
RAVRSEL (241 41 (242841 (2431 (2 +4)° 41
n?+k (n+3)?
+ Tt
(n2+k)*+1 (n+3)°+1
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+3)3—n?+1=06n+10 wyrazéw. Szacujemy
ja obustronnie:

6n+9 2 k 3 2
(6n+10)- nt < (6n+10)- (n+3)

Jm+3)+1 e V24 k)P+1 Vnf+1°

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowafl dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy

(6n+10)-"2=<6+10>- ( . —6

2

2 10\ (142

(6n410)- 3y _ (6—1—0) -MHG.
né+41 n

oraz

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 6.

145. Obliczy¢ granice
- ( Vn? n?+2 n?+4 n?+6
e \/(n2+n)2 \/(n2+n)2—i—n2 \/(n2+n)2+2n2 \/(n2+n)2+3n2
Vn2+2k N v (n+4)2 v (n—+4)2 v (n+4)2 )
\/(n2+n)2+k‘n2 \/(n2—|—3n) —2n? \/(n2+3n) —n? \/(n2+3n) .

Rozwigzanie:

Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Vn+4)?  Vn?+8n+16 Vn2+2- (4n+8) _/n?+2-(4n+38)
Jn2+3n)? VAl 6nP+9n? Vit 4203 42+ dnd 4802\ [(n2 4n)%n?- (4n+8)

cata suma przybiera postac
R
k=0 \/(n2 +n)* +kn?
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i w konsekwencji ma 4n+9 sktadnikéw. Szacujemy ja obustronnie mnozac liczbe sktad-
nikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikow

i mianownikow:
Vi wis Tk (n+4)2
—— < ) < (dn+9)- ——=,
(n?43n) k=0 \/(n2 +n)” + kn? (n?+n)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy

(4n+9)-

Vvn?2  (d4n+9)n 442
(n2—|—3n)2_ n*+3n  1+2

(4n+9)- —4

oraz
, (n+4° _ (nt9)-(ntd) _ (443)-(1+3)
(4n+9)- 5 5 = 21 = 11 — 4.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.

146. Obliczy¢ granice
. 1 1
lim

1 1
+ + + ¥
”—’°°<\/n4+n3—n2 Vnt4nd+1—n?2 Vni4nd34+2—n?2 Vnt+nd3+3-—n2
1
+ + ...
vnt+nd+k—n?

1 1 1
.ot + + .
vni4ndi+n—2-—n2 ni4+nd+n—1-—n2 \/n4+n3+n—n2>
Rozwigzanie:
Przeksztalcamy i szacujemy wyrazenie pod znakiem granicy (uwzgledniajac, ze jest to
suma ztozona z n+1 sktadnikéw), a nastepnie przechodzimy z n do +o0o w oszacowaniach
dolnym i gérnym:

En: 1 _i\/m—i-nQ_i\/m—FnQ
isoVnt+ni+k—n? 5 ntnd+k-nt D n3+k ’

" /ni4n3+k4n? n*40+0+n?

Z 3 }(n+1) 3 —>2,

o ns+k ns+n

n 4 3 2 4 3 2

3 n +73L +k+n <(n+1)_\/n +n°+n+n Ny

=0 nd+k n3+4+0

Poniewaz oszacowania dolne i gérne daza do wspoélnej granicy rownej 2, na mocy
twierdzenia o trzech ciagach dana w zadaniu granica istnieje i ma wartosé¢ 2.

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma wartos¢ 2.
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147. Obliczy¢ granice

R+ A+ Y 184+ Y 124+ VP 16+ V2 120+ ...+ J(n+2)?
lim_ — 3 3 3 3 3

PO VN2 + VP34 VN2 46+ Vn2+ 94 Vn? + 124+ Vn2+15+ ...+ {(n+3)?

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez b, wyrazenie znajdujace sie pod znakiem granicy.
Suma w liczniku tego wyrazenia zapisuje sie wzorem
n+1

S Vn2+4k,
k=0

ma wiec n+ 2 sktadniki. Gérny zakres sumowania ustaliliémy z rownosci
n*+4k=(n+2)2=n*+an+4=n>+4(n+1)

otrzymanej dla wyrazenia pod pierwiastkiem ostatniego sktadnika sumy.
Podobnie, suma w mianowniku wyrazenia b,, zapisuje si¢ wzorem
2n+3

S V/n2+3k,
k=0

ma wigc 2n+4 sktadniki. Goérny zakres sumowania ustaliliSmy z réwnosci
n’*+3k=(n+3)>=n*+6n+9=n’+3(2n+3)

otrzymanej dla wyrazenia pod pierwiastkiem ostatniego sktadnika sumy.
Szacowanie od gory daje

_ (n+2)- J(n+2)2  J(n+2)?

(2n+4)-¥/n? 2-V/n?
Szacujac od dotu otrzymujemy

S (n+2)-W B Vn2 .
" n+4)- In+32 2-J(m+32

Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci

a, < b, < ¢y,

a ponadto
y i V/n? y 1 1
1m an:nl_)m —_—— — 1_>m - = -
e T2 {432 T F(148)? 2
oraz
2
. . J(n+2)2 . Ja+2)"
ng{olocn_nggo QW _ngglo 2 _2’
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
1
lim b, =—.
nl—%lo 2

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica istnieje i jest réwna 1/2.
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148. Obliczy¢ granice

\/k-nk+1+\/k-n’“+2+\/k‘-nk—l—3+\/k‘-nk+4+\/k-nk+5 +\/k-nk+n3
n’+1 n’+4 n’+9 n’+16 n’+25 n’+nb

lim

n—0o0

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n® wyrazéw. Szacujemy jg obustronnie:
n3.\/kz-n’“—|—0<\/k-nk+1 Vk-nkF+2 m< 5 VE-nF4n3
nT4+né T nT41 n’+4 nT4né n’+0
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gbrnego.

s VEnF4+0  VEnkE VE-ab? kb
ne - = = = i — k,
n’+nb nt4+n3  ni4n3 1+

oile k/2—4=0, czyli k=8.

.mk 3
ng.mzﬁ.nk/z_ulﬁm
n

n7

b

oile k/2—4=0, czyli k=8.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla k=8 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna /8 = 2v/2.

149. Obliczy¢ granice

i ( n?+1 N n?+8 I nP + k* - n?+8n'® )
im i eY—...

n=0 \ /900190 +1 /9001990 4+ 32 /9001200 4 k5 V9001990 4 32730

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru p, aby powyzsza granica byta
dodatnia i skoniczona.

Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma 2n° sktadnikéw. Szacujemy ja obustronnie:
6. n?+0 - QZ"Ei nP + k3 <ond. n’+8n'% 0. 't 8n!s
V900n990 4 32130~ =1 /9000990 + k5 /9001290 4-0 30n450

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i goérnego.

56 n? +0 2nPTo 2np—44d 2-1 2 1
n-- - = — =_—=_—,
v/900n%90 432030 /900190 +32n30  \/900+32n—%70  /900+0 30 15

oile p—444 =0, czyli p=444.
o nP4+8n'® 2P0+ 160>  2nP~ 1 416012 21402 1

30n#50 — 30p40 30 30 30 15’
oile p—444 =0, czyli p=444.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla p=444 dana w zadaniu
granica jest réwna 1/15.
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150. Obliczy¢ granice
{)’/k-nk+1+{)’/k-nk+2+\3//<:-n’“+3+\3/k-n’“+4 +\3/k-nk+n4
niB4+1 ni34+4 ni34+9 n34+16 ni34+n8

lim

n—oo

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n* wyrazéw. Szacujemy jg obustronnie:
4 \?’/k-n’“+0<\37k-n’“+1 VEk-nk+2 Vi-nk4nd _ , Vk-nFind
e nBynps S pil ni3 14 T nld L ns st ni3 10
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.

i \3/kr-nk+0: Vk-nk _ Vk-n/3 _ k- mk/39 VR
n13+n8 nd+nd TL9+TL4 1_’_;15 ’
oile k/3—9=0, czyli k=2T7.

3 3
L-nktnd L-nktnd 1
nt. V n13+n _ v n9+n _ \?/k-nk_27+23—> VE |
n n n
oile k—27=0, czyli k=27.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dla k=27 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna 3.

9

151. Obliczy¢ granice

lim

n—oo

\/k:-n’f—i—l_i_\/k-nk+2+\/k-nk+3+\/k:-nk—l—4 +\/k:-nk—|—n5
TL13+1 7’L13+2 n13+3 TL13+4 TL13+7’L5
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n° wyrazéw. Szacujemy jg obustronnie:
s Vk-nkF+0 o Vk-nk+1 N Vk-nk+2 I Vk-nk+4nd < 5 Vk-nk+4nd
nB4ns nld 41 PEEE) nld 4nb = ni3 40
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.
s VEknF+0 Vi-nk VE-nb? o kopk28
n - = = =
nl3+nb n®+1 nd+1 1—}—%
oile k/2—8=0, czyli k=16.
2 2
ns. \//{:1731 +nd _ Vk-nk+nd :\/k-nk_w-i—l —Vk,
ni3+0 n8 ntlt
oile k—16=0, czyli k=16.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dla k=16 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna 4.

b

—Vk,
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152. Obliczy¢ granice

n* nt+1 n*+2 n*+3 nt+4 (n+1)*
(nk—i—n“ R G L e B R e S Ry e SR nk+(n+ 1)4>
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.

lim

n—oo

Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+1)*—n?+1=4n3+6n2+4n+2 skladnikéw.
Szacujemy ja od goéry przez iloczyn liczby sktadnikéw i wspdlnego gornego oszacowania
sktadnikow:
n? nt+1 nt+2 (n+1)
b < (40P + 6+ 4n+2) -
nk+4nt +nk+n4+1 +n’“+n“—|—2+ +nk+(n+1)4 ( wronT A )
1 analogicznie od dotu:
n? nt+1 (n+1)* n?
> (P46 +An+2) —— .
nk+n4+nk+n4—|—1 nk+(n+1)4/<n Fon A ) nF+(n+1)4
Nastepnie kolejno obliczamy granice przy n — oo oszacowan gornego i dolnego.
(4n3+6n2+4n+2)- (n+1)*  (4+6n"'+4n24+2n3) - (1+n1)*

(n+1)*
nk4+0

nk = T —4,
oile k=7.
nt 44+6n"t+4n=242n73
An346n?+4n+2) - = —4,
( ) nf4(n+1)t pbT4 (14n-1)t n-3
oile k=7.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciaggach wnioskujemy, ze dla k=7 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna 4.

153. Obliczy¢ wartosé granicy

. n’ VnP+k
lim _—

n—>ook:n2 n7+k2

dobierajac tak warto$¢ parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.
Rozwigzanie:
Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b, i zauwazmy, ze ma ona
n® —n?+1 sktadnikéw.
Zachodza wowczas oszacowania od gory

s, A EEE (1 1Y T
b (St 1) VO (L LY
n’+nt n o nd 1+ 5
oraz od dotu
s VIR (1 1\ ok
b (o0 t) YR (1 L 1Y
n’+nb n  nd 142

Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci

an <b, <cp,
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a ponadto dla p=8

lim ¢, =1
n—oo
oraz
lim a, =1
n=s60 n )

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,=1.

n—oo

Odpowiedz: Dla p=_8 warto$¢ granicy jest réwna 1.

154. a) Dobra¢ takie liczby catkowite A>01 B> 1, aby zadanie b) miato sens.
b) Obliczy¢ granice ciagu

lim( V2 vn?+3 Vn2+6 VnZ+9
=\ (1) (n+1)° 42 (n+1)’+4 (n+1)°+6
VP t3k +\/(”+A)2—6+\/(n+A)2—3+\/(n+A)z>
(n+1)?+2k " (n+B)?—4  (n+B)?-2  (n+B)’

dla A i B dobranych w zadaniu a).
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
JOTAE  ETIARE A (i3 T
(n+B)>  n?+2Bn+B?  p242p4142. 2Bl

cata suma przybiera postac

N® - /n2 43k M
iz (n4+1)7+2k
gdzie
_ 2An+A* 2(B-1)n+B*-1 @)
-3 2 ’
i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N (n) okreslone réwnaniami (2) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe rownanie (2) byto spetnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2-(24An+A%)=3-(2(B-1)n+B*~1) ,
4An+2A°=6(B—1)n+3(B*—1) . (3)

N(n)

Aby réwnosé (3) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:
4A = 6(B-1)
{ 242 = 3(B*-1)
24 = 3(B-1)
{2A2 = 3(B-1)(B+1)
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Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy A= B+ 1, co po podstawieniu do
rOwnania pierwszego daje
2B+2=3B-3,
skad B=51 A=6. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (2) otrzymujemy
N(n)=4n+12.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 4n+ 13 sktadnikéow.

Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (1) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikow:

Vi mie Jpiak (n+6)?

T S ———5—— < (n+13) T ——,

(n+5) =0 (n+1)°+2k (n+1)

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — -+00.
Otrzymujemy

(4n+13)-

(ni13). Y7 _Unt1®n_ 4+
(452 (5 (112

oraz
(n+6) _ (4n+13)-(n+6) _ (4+73)-(1+7)
(4n+13)- = = 5 —4.
(n+1)2 (n+1)2 (1+l)
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=6, B=>5 i wowczas dana w zadaniu granica
jest réwna 4.

155. Obliczy¢ granice
lim Vvn? Vn2+5 Vvn2+10 vn?+415 vn?+20
=\ (n4+3)*  (n+3)°+2 (n+3)°+4 (n+3)°+6 (n+3)°+8
V2 15k Jin+A)2—15  \J(n+A)2—-10 /(n+A)2-5 /(n+A)>
L+ —+ —+ -+ ;
(n+3)"+2k (n+B)"—6 (n+B)"—4 (n+B)"—2  (n+B)
dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 3, aby zadanie mialo sens.

Rozwigzanie:

Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

(n+A? 2 {2An+ A2 Jr? 45 A )

(n+B)>  n?+2Bn+B?  n?4+6n+9+2(B—3)n+B2—9

2
/nz + 5. 2An5+A

(n+3)2+2-((B—3)n+252)’
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cata suma przybiera postac

N /n2 45k (4)
=0 (n+3)°+2k
gdzie

2An+ A? B?-9

5 2

i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci IV (n) okreslone réwnaniami (5) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (5) byto spelnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2-(2An+A*) =5-(2(B-3)n+B*-9) ,
4An+2A* =10(B—3)n+5(B*-9) . (6)

N(n)

Aby réwnos¢ (6) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

4A = 10(B—3)
{2A2 _ 5(B*-9)
24 = 5(B—3)
{2A2 _ 5((B—3)(B+3) (7)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (7) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozonymi
nieréwnosciami A>01i B> 3 obie strony sa dodatnie, a wiec rozne od zera) otrzymujemy
A= B+3, co po podstawieniu do rownania pierwszego daje
2B+6=5B—-15,
skad B=71 A=10. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (5) otrzymujemy
N(n)=4n+20.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 4n+ 21 sktadnikow.

Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (4) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

2 4n+21 215k n+10 2
VN YRSk gy VIO
(n+7) =0 (n+3)"+2k (n+3)

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.
Otrzymujemy

(4n+21)-

vn? (4n+21)-n  4+2

Wt 2) e = ey _(1+2)ﬁ4
oraz ) . (n+10)27(4n+21).(n+10)7(44-2771).(1_’_17?)_>
W) e T e (e
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Korzystajac z twierdzenia o trzech ciaggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest roéwna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=10, B=7 i wowczas dana w zadaniu granica
jest réwna 4.

156. Obliczy¢ granice
N R i Bk TR i R (s ¥
=\ (n+B)>  (n+B)’+1 (n+B)’+2 (n+B)°+3 (n+B)’+4
Vn2+3k \/(n+A)2—9 \/(n+A)2—6 \/(n+A)2—3 \/(n+A)2
T2 ot 2 + 2 + 2 + 2
(n+B) +k (n+6)"—3 (n+6)"—2 (n+6)"—1 (n+6)
dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B <6, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
VAR _ TR V=
(n+6)>  n®+12n+36  n?+2Bn+ B>+ (2(6—B)n+36—B2)’
cala suma przybiera postaé

N /PR 5
= (n+B)’+k’

gdzie
_ 2An+ A?
-3
i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikow. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N(n) okreslone réwnaniami (9) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (9) byto spelnione dla kazde;
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2An+A*=3-(2(6— B)n+36—B%) |
2An+A*=6(6—B)n+3 (36— B%) . (10)

N(n) =2(6—B)n+36—B?, (9)

Aby réwnosé (10) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:
2A = 6(6—B)
A2 = 3(36-B?)
A = 3(6—B)
A? = 3(6—B)(6+B)

Dzielgc stronami drugie réwnanie przez pierwsze! otrzymujemy A =6+ B, co po podsta-
wieniu do réwnania pierwszego daje

6+B=18—3B,

17 warunkéw podanych w treéci zadania A >0 i B <6, skad wynika, ze obie strony pierwszego
réwnania sa dodatnie, a wiec niezerowe.
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skad B=31 A=9. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (9) otrzymujemy
N(n)=6n+27.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 6n+ 28 sktadnikow.

Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (8) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

2 6n+27 | /nZ 1 3L 2
ﬂ < Z L;ik‘ < (6n+28).m’
(n+6)? 2 (n+3)7+k (n+3)?
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.
Otrzymujemy

(6n+28)-

(6n128)- ViR (6n+28)m 643
(n+6)? (n+6)? (1+%)2

(6n+28)- (n+9) _ (6n428):(n+9) _ (6+2).(1+2)

(n+3)2 (n+3)2 (1+%>2 —6.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 6.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=9, B=3 i woéwczas dana w zadaniu granica
jest réwna 6.

157. Obliczy¢ granice

lim ( R e . SR i S e s N

= \n2J(n+t A2 n2/(ntA)2+2 n2/(n+tA)P2+4 02\ /(n+A)2+6

. n*+ 5k - (n+10)2—10 N (n4+10)2—5 N (n+10)? )
nz-\/m n2~\/m nQ-\/m n”W

dla tak dobranych liczb catkowitych dodatnich A < B, aby zadanie miato sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
(n+10)*>  n®+20n+100 n?+5-(4n+20) B
n2-\/(n+B)2 n?-vVn?+2Bn+B’  n2.\[n242An+ A2+ 2(B— An+B2— A2
n?+5-(4n+20)
n?- \/(n+A)2—|—2~ ((B=A)n+552) ’

cata suma przybiera postac
N(®) n’®+5k

, (11)
k=0 n?-\/(n+A)%+2k
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gdzie
BQ _ A2
2 Y

N(n)=4n+20=(B—A)n+ (12)
i w konsekwencji ma N (n)+1=4n+21 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n
obie wartosci N(n) okreslone réwnaniami (12) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (12) byto spelione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:
B A?

2 )
8n+40=2(B— An+B*>— A2, (13)

dn+20=(B—A)n+

Aby réwnosé (13) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

{8 _ 2B-A)
40 = B?-—A?

4 = B-A

{40::(B—AXB+A) (14)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (14) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozona nie-
réwnoscig A < B obie strony sa dodatnie, a wiec rozne od zera) otrzymujemy

10=B+A,
skad A=31B=T.
Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (11) obustronnie

mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktéorym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

2 4n+20 2 5k 10 2
(4n421) ———— < e < (4n+21)-<?+7>,
n?-(n+7) k=0 n?-\/(n+3)2+2k n?-(n+3)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — -+00.
Otrzymujemy
n? 4421
dn+21)- = n 4
(4n+21) n?-(n+7) 1—1-%—>
oraz
2
(n+10)>  (4+%)-(1+7)
4n+21)- = n L 4.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=3, B="7 i woéwczas dana w zadaniu granica
jest réwna 4.
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158. Obliczy¢ granice

I Vn? vVn?+5 Vvn?2+410 Vn?2+15 N Vn?+20
1m
=\ (n4+1)°  (n+1°+3 (n+1)°+6 (n+1)°+9 (n+1)°+12

V21 5k J+A2-15 /(n+A)2-10 /(n+A)2-5 /(n+A)?
e .t 2 + 2 + 2 + 2
(n+1)"+3k (n+B)"—9 (n+B)"—6 (n+B) -3 (n+ B)

dla tak dobranych liczb catkowitych A >01i B > 1, aby zadanie mialo sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Jnr AR i 2Ant A Jn?+ 5. AR

(n+B)?  n2+2Bn+B2 n’4+2n+1+42(B—1)n+B>—1

2
/n2+5.%

- 2(B—1)n+B2—1"
(n+1)243. 2B-0ntB21

cata suma przybiera postaé

N /21 5k

, 15
,g)(n+1)2+3k; (15)
gdzie

2An+ A% 2(B-1 B?2-1

5 3 ’
i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N(n) okreslone réwnaniami (16) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (16) byto spelione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

3-(24n+A%)=5-(2(B-1)n+B*~1) ,
6An+3A*=10(B—1)n+5(B>—1) . (17)

Aby réwnosé (17) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ rowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:
6A = 10(B-1)
34 = 5(B*-1)

{SA = 5(B-1)

342 = 5(B—1)(B+1) (18)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (18) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zatozonymi
nieréwnosciami A>01i B> 1 obie strony sa dodatnie, a wiec rozne od zera) otrzymujemy
A= B+1, co po podstawieniu do rownania pierwszego daje

3B+3=5B-5,
skad B=41i A=5. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (16) otrzymujemy
N(n)=2n+5.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 2n -+ 6 sktadnikow.
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Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (15) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

Vn? A5 \/n?+5k (n+5)2
s < Y g < (2n46) -,
(n+4) =0 (n+1)"+3k (n+1)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.

Otrzymujemy

(2n+6)-

Vn? (2n+6)-n 2+8

(2n+6)- (42 (n+4)? (1+%>2 —
oraz e (n+5)2_(2n+6).(n+5)_(2+%).<1+%>_)
(2n+6) n+1)2  (n+12 (151) 2.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 2.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=5, B=4 i woéwczas dana w zadaniu granica
jest réwna 2.

159. Obliczy¢ granice

. vn? N vn2+2 . vn?+4 N vVn2+6 n vVn?+8
1m
=\ (n42)? 0 (42741 n+2)°+2 (n+2)°+3  (n+2)°+4

V2 +2k Jint+A)2—6 J(n+A2—4 J(n+A)2-2 /(n+A)?
SR 2 + 2 + 2 + 2
(n+2)"+k (n+B)"—3 (n+B)"—2 (n+B) " —1 (n+B)

dla tak dobranych liczb catkowitych A > 01 B > 2, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Jnt A2 nPraAnt A7 2t 2. 2 )

(n+B)*  n*+2Bn+B?  n2+4n+4+2(B-2)n+B>—4

2
/n2 + 2. 2An2+A

(n+2)2+2(B—2)n+B2—4’

cata suma przybiera postac
N /2 2k (19)
izo (n+2)*+k’

gdzie
_ 2An+ A?
e

i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartoéci N (n) okre$lone réwnaniami (20) musza by¢ réwne i catkowite.

N(n) =2(B-2)n+B*—4, (20)
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W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (20) byto spelnione dla kazde;
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2An+A*=2-(2(B—2)n+B*—4) ,
2An+A? =4(B—2)n+2B*-8. (21)

Aby réwnosé (21) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:
2A = 4(B-2)
A? = 2B%-8

{A — 2(B-2) (22

A2 = 2(B—-2)(B+2)

Dzielac drugie réwnanie ukladu (22) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozonymi
nieréwnosciami A>0 i B> 2 obie strony sa dodatnie, a wiec rézne od zera) otrzymujemy
A= B+2, co po podstawieniu do rownania pierwszego daje
B+2=2B—-4,
skad B=61 A=8. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (20) otrzymujemy
N(n)=8n+32.
Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 8n+ 33 sktadniki.

Przystepujac do rozwiazania gltéwnej czesci zadania szacujemy sume (19) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikow:

2 8132 /2 1ok n+8)2
\/n_2 < Y # < (8n+33)-(72,
(n+6) i (n+2)"+k (n+2)

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.

(8n+33)-

Otrzymujemy
(8n133). ViR (8n433)n_ 8+F
(n+6)? (n+6)? (H%)?
oraz
2 . 84-33). (148

(n+2)? (n+2)? (1+2)°

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 8.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=8, B=06 i wowczas dana w zadaniu granica
jest rowna 8.
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160. Obliczy¢ granice
- vn? V247 V2414 n?+2l V/n2+28
=\ (nh AP (A’ +1 (n+A)’+2 (n+A)P+3 (n+A)° 44
N Jo+72=21 \/(n+72-14 \J(n+7)2=T7 \J(n+7)?
St e+ —+ —+ )
(n+A)+k (n+B)"—3 (n+B)"—2  (n+B)’—1 (n+B)
dla tak dobranych liczb catkowitych A < B, aby zadanie mialo sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
Jr T2 P ant49 V24T (2n+7)
(n+B)*  n24+2Bn+B?  n?+2An+A2+(2(B—A)n+ B2 — A2)’
cata suma przybiera postac

N® - /n2 4Tk (23)
izo (n+ AP +k’
gdzie

N(n)=2n+7=2(B—A)n+B*— A*, (24)
i w konsekwencji ma N (n)+1=2n+8 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n
obie wartosci N(n) okreslone réwnaniami (24) musza by¢ réwne.

Aby prawa réwnos¢ (24) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspot-
czynniki po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu
réwnan: 2 = 2-(B-A) 1 = B-A

7 = B?-A? 7T = (B-A)-(B+A)
Dzielac stronami drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy 7= A+ B, co prowadzi
do A=31iB=4.

Przystepujac do rozwiagzania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (23) obustron-
nie mnozac liczbe sktadnikow przez utamek, w ktorym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

ViE T TR (n+7)?
(n+4) =0 (n+3)7+k (n+3)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — -+00.

Otrzymujemy s (2n+8)-n - 2+%

(2n+8)-

— 2

oraz
(nis) VO @nr®)-torn)  (243)-(147)
n . = = — 2.
(n+3)? (n+3)? (1+§)2
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rOwna 2.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=3, B=4 i woéwczas dana w zadaniu granica
jest réwna 2.
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