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116. Dobraé¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodni¢, ze dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nierownosci

8 6_ 4
C’<Vn +3nb—n <D
2 —4n+5

Liczby C'i D musza spetniaé nieréwno$é D < 6C (wersja tatwiejsza).
Liczby C'i D musza spetiaé nieréwnosé D < 4C' (wersja trudniejsza).

Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratéw przepisujemy dane w zadaniu wyrazenie
w postaci niezawierajacej w liczniku réznicy wyrazen zblizonej wielkosci:

Vn84+3nb—nt  /n¥+3n8—n' V/n¥+3n4+nt n®+3n® —n® B
Tn2—4n+5  Tn2—4n+5 \/n8+3n6+n4_(7n2—4n+5)-(\/n8+3n6+n4>_
3n®

(T2 —4n+5)- (\/n8+3n6+n4>

Przeprowadzamy szacowanie od gory:
3nS 3nS 3 1

< = = — = D .
(7n2—4n+5)'(\/n8+3n6+n4) (7n2—4n2—|—0)'(\/n8+0+n4) 3-2 2
Przeprowadzamy szacowanie od dotu:
3nS 3nS 3 I o

(Tn?—dn+5)- (*/m+”4) (Tn2—0+5n2)- (VS +3n5+nt)  12:3° 12

co daje zaleznos¢ D =6C" wystarczajaca do rozwiazania w wersji tatwiejsze;j.

Subtelniejsze szacowanie od dotu wykorzystuje nieréwnos$¢ 4(n—1) >0 zamiast 4n >0
i wyglada nastepujaco:
3nS B 3nS
(7Tn2—dn+5)- (VnS+3n8+nt)  (Tn2—4(n—1)+1)- (\/ +3n8+nt) g
S 3nS _ 3 1
~ (Tn2—0+n?)- (x/n8+3n8—|—n4> 83 8
co daje zaleznos¢ D =4C wystarczajaca do rozwigzania w wersji trudniejsze;j.

117. Dobraé¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodni¢, ze dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

=C,

6nt —3nb+2
S6nl—3n5+3
Liczby C'i D musza spetiaé nieréwno$é D < 8C' (wersja najtatwiejsza).
Liczby C'i D musza spetiaé nieréwno$é D < 4C' (wersja $rednio trudna).
Liczby C'i D musza spetniaé nieréwno$é D < 2C' (wersja najtrudniejsza).

Rozwigzanie:
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Przeprowadzamy szacowanie od gory:
6n't—3n°+2 6ntt—0+2nt 8pt 8

< pr— = — = D .
6nl! —3n>+3 ~6n!'—3n!l140 3nll 3
Przeprowadzamy szacowanie od dotu:
6n''—3n°4+2 _ 6n''—3n'"+0 3n'' 1 _0o

6n1—3n5+3~ 6nll—0+3n'l  9nll 3
co daje zalezno$¢ D =8C wystarczajaca do rozwigzania wersji najtatwiejszej.

Subtelniejsze szacowania wykorzystuja nieréwnoéci —3n® +2< —3+2=—1<0 oraz
—3n°+3 < —3+3 =0 zamiast odpowiednio —3n° <0 oraz —3n’® <0 i wygladaja naste-
pujaco:

6n'' —3n°+2  6n''4+(—3n°+2) o 6n''—0  6n''
6n!l—3n°+3  6n'—3n5+3  6nll—3n!'+0 3nll
6n'' —3n°+2  6n''—3n°+2 - 6n''—3n''4+0 3n" _1_0
6n''—3n5+3  6nl'+(—3n°+3)~  6nl'—0  6ni! 2

To daje zaleznos¢ D =4C wystarczajaca do rozwiazania wersji $redniej.

9=D,

Mozna tez zauwazy¢, ze
6n'' —3n®+2< 60t —3n°+2<6nM —3n°+3,
skad
6n't —3n%+42
6nlt —3n5+3
Zatem rozwiazanie wersji §redniej mozna uzyskacé takze przy uzyciu szacowan z C'=1/3
oraz D=1.

<1=D.

Przedstawione wyzej szacowania z C'=1/2 oraz D =1 skladaja sie na rozwiazanie
wersji najtrudniejszej.

118. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng k oraz liczby wymierne dodatnie C oraz D,
a nastepnie udowodni¢, ze dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n zachodza nierow-
nosci

CnF VA2 14+ VAn2 + 24+ VA2 +3+Vian2 +44 ... +V16n2 — 14+ V16n2 < Dnk .
Trudnos$é zadania zalezy od uzyskanego przez Ciebie ilorazu D/C":

e Przy D/C > 2 zadanie jest najlatwiejsze.
e Przy D/C < 3/2 zadanie jest najtrudniejsze.

Rozwigzanie:
Dana w zadaniu suma ma 12n? sktadnikéw. Mozemy zatem wykonaé szacowania
1672
24n® =120 Van2 < Y. Vi <12n2-V16n2=48n3,
i=4n2+1

co konczy rozwiazanie w werszji najtatwiejsze;j.

Uzyskali$my tu liczby k=3, C'=24, D=48 i iloraz D/C =2.
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Bardziej subtelne szacowanie wymaga rozbicia wyjsciowej sumy na dwie sumy

16n2 9In? 16n2
> Vi= Y Vi+ ¥ Vi,
i=4n2+1 i=4n2+1 i=9n2+1
a nastepnie wykonania szacowania dla kazdej z sum z osobna.
Otrzymujemy
9n?
10n° =5n%Van2< Y Vi <5n?-Von2=15n°
i=4n2+1
oraz ]
16m
2003 =% V2 < Y. Vi <7n?-V16n2=28n°,
i=9n2+1
skad po dodaniu
16n?
31nP< Y. Vi <43n?,
i=4n2 41

To konczy rozwigzanie wersji najtrudniejszej.

Uzyskane liczby to k=3, C' =31, D =43, a zatem D/C =43/31 <45/30=3/2.

119. Dobra¢ odpowiednie liczby catkowite dodatnie s i ¢ oraz odpowiednia liczbe
wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzg

nierownosci i
Vnl0+8n7—n’
< ( >t <18C'.
<\/ n®+3n’ — n4>
Rozwigzanie:

Poniewaz zaréwno w liczniku, jak i w mianowniku wyrazenia danego w tresci zadania
wystepuja réznice wyrazen zblizonej wielkosci, zastosujemy dwukrotnie wzor na roéznice
kwadratow w postaci
a®—b?
a—b= .
a+b

Otrzymujemy
(Va0 8n™—n?)" (VS 3n7+nt) - (8n7)° (VST 3aT4nt) 28T
Eaan—nt) (Va0 +3n7+n3) - (3n7)" (Va0 +8nT+nd) - 3t.nTt
<\/7 )t ( 10 1 Q)7 5) (37)t ( 10 1 Q7,7 5)3t 7t
Szacujemy ostatnie wyrazenie od gory
(x/n8—|—3n7+n4>t~235~n75 _ (\/n8+3n8+n4>t-235~n75 (3n") 23075 0 L4
5 NS 5 = S ot N
( /n10—1—8n7+n5) L3t (*/n10+0—|—n5) .3t (2n5)°- 3t .nTt
i od dotu
<‘ /n8+3n7+n4>t-23s-n7s N ( /n8+0+n4)t.238.n7s (2n4)". 235 . pTs st p2s=3t
(,/n10+8n7_|_n5)s,3t.n7t = (,/n10+8n10+n5)5_3t_n7t T (4nd)*3tnTt 3t :
Poniewaz oszacowania maja by¢ niezalezne od n, musi byé¢ 2s — 3t =0, wobec czego

przyjmujemy s=3 i t=2. Wowczas dolne oszacowanie przybiera warto$¢ C'=32/9, a gorne

64 =18C.

OtrzymaliSmy wiec wymagane oszacowania ze statymi s =3, t =2 oraz C'=32/9.
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