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106. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierna dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

C<VIN2+40n—v9In2+16n < 2C'.

Rozwigzanie:
Stosujac wzor na réznice kwadratow w postaci
(12 _ b2
a+b
prawdziwy w przypadku a+b## 0, otrzymujemy
24n 24

VOrZ 40 +vOn?+ 160 /9404 fo+ 16

b

VOn2+40n —vVIn2+16n =

Szacowanie od dotu (mianownika od gory, czyli n od dotu przez 1) prowadzi do:
24 24 24

\/94_%04_\/94_1776 VI+40++4/9+16 T7+5

Szacowanie od géry (mianownika od dotu, czyli 1/n przez 0) prowadzi do:
24 24 24

< = =4=2C.
VO+24 /9418 7 \0+0+v9+0 3+3

Zatem udowodniliémy podane w tresci zadania oszacowania ze statyg C'=2.

Uwaga:

24 °°
Nietrudno zauwazy¢, ze ciag S jest rosnacy, jego pierwszy wyraz
I+ Ly Jo+18]
jest réwny 2, a granica' 4. Wynika stad, ze uzyskane przez nas oszacowania sg optymalne,

w zwigzku z czym w kazdym poprawnym rozwiazaniu musi by¢ C' = 2.

107. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodnic¢, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

C<In3163n2—n<70.

Rozwigzanie:
Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest réznicg wyrazen zblizonej wielkosci, za-
stosujemy wzor na réznice szescianéw w postaci
a®—b?

ITu i wszedzie dalej, gdzie pojawia sie granica ciggu: Jedli nie wiesz, co to jest, odl6z czytanie tych
fragmentow na pdzniej.
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Otrzymujemy
s re i G3n” |
(¥/n3+63n2)" 4+ n- ¥/nd+ 6302+ n?
Dalsza czes¢ rozwigzania mozna przeprowadzi¢ dwoma sposobami.
Sposéb 1
Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od goéry:
63n2 63n?

(V83 4 Yo+ G2+ (Y3 +63) - Y G311
B 63n> B 631> _3
16n2+4n?+n? 21n?
i od gory (szacujac mianownik od dotu):
63n> B 63n2 _ 63n?
(Vr+6302) +n- VP + 6302 +n2  (Vn340) +n- P +0+n2 307

Otrzymaliémy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=3.

Sposob 11
Oznaczamy uzyskane wyrazenie przez a, i przepisujemy je w postaci
63n2 63
Qy =

- 2 = 5 .
(Vn?+63n?) +n-Vnd+63n2+n?  (J1+8) + J1+ L +1
Poniewaz licznik ostatniego wyrazenia jest staty, a mianownik maleje wraz ze wzrostem n,
ciag (a,) jest rosnacy. Stad wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nie-
rownosci
a1 <a, < lim a, .

n—oo

Poniewaz a; =3 oraz lim a, =21, otrzymujemy wymagane oszacowania ze stata C'=3.
n—oo ’

108. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

C < Vn®+255n" —n < 32C .

Rozwigzanie:
Sposéb I:

Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest roznica wyrazen zblizonej wielkosci,
powinnismy przez wykorzystanie wzoréw skroconego mnozenia doprowadzié¢ je do posta-
ci, w ktérej mozna bedzie wykonaé¢ odejmowanie.

W tym celu trzykrotnie zastosujemy wzér na réznice kwadratow w postaci

a’?—b?
a—b=—,
a+b
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rézny od zera.
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Mozemy tez od razu zastosowaé wzor na réznice 6smych poteg w postaci
a®— b8
(a+0b)-(a®+0%)-(a*+0%)’
ktory powstaje wtasnie przez trzykrotne skorzystanie ze wzoru na réznice kwadratow.

a—b=

Otrzymujemy

255n7
/n8+ 25507 —n = i

(V/n8+255n7 +n) - (VnS+255n7+n?) - (VnS+255n+nt)

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujgc mianownik od gory:

(©)

255n"
>
(VS 425507 +n) - (V/nS+255n7 +n2) - (VnS+255n7 +nt)
- 255n7 B
~(VnF 25505 +n) - (V/nF+ 25505 +n2) - (VnF +2550F +nt)
255n7 255n7
p— p— pr— 1
17n-5n2%-3n*  255n7
i od gory (szacujac mianownik od dotu):
255n" <
(V5 +255n7 +n) - (VnB+255n7 +n?) - (VnF +255n7 +nt)
255n7

<
(\8/n8——1—0+n) . <m+n2) : (\/718—+0—|—n4>
_255n"T  255m7 255 - 256
C2n-2n2-2n% 87 8 8
Otrzymalismy wiec wymagane oszacowania ze stalag C'=1.
Sposéb 1I:

Zaczynamy jak w sposobie I. Otrzymawszy wyrazenie ({) przeksztalcamy je dalej
1 oznaczamy przez a,:

32.

255n7
(\8/ n8+255n7 + n) . (\4/ n8+255n7 + n2) . (\/ n8+255n7 + n4> -
255

- (V1I+255n"T+ 1) : (\4/1 +255nT+1)- (\/1 + 25501+ 1) fin-

Poniewaz w powyzszym wyrazeniu wraz ze wzrostem n maleje mianownik, a przy
tym wszystkie sktadowe tego wyrazenia sa dodatnie, ciag (a,,) jest rosnacy. Dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza wigc nieréwnosci

o < a, < lim ay, . (*)

k—o0

Poniewaz

a1 =v1+255—-1=2—-1=1
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oraz
L 255 B
e = (YT T2k T 1) (VI ook T4 1) (VI 2ok T11)
255 _ 255 _ 255 256
(VT+0+1) (VI+0+1)-(VI+0+1) 2-2:2 8 8

otrzymujemy wymagane oszacowania ze statag C'=1.

=32,

Uwaga:
Formalnie poprawna, ale dydaktycznie bardzo niezreczna wersja nieréwnosci (), to
a1<an<7}Lr§oan.

W powyzszym wzorze zmienna n wystepuje w dwoch zupetnie réznych rolach. Przemia-
nowanie jednego z jej bytow na k pozwala unikng¢ nieporozumien.

109. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

C 4C
Z<VntF 12 —n< —.
n n
Rozwigzanie:
Stosujac wzor na roéznice czwartych poteg w postaci
4_ 34
a*—b

= ) (a4 )

otrzymujemy

PR 15n2 _ 15
Y = T ) (Y B ) (g1 B 41)- (17 B 1)

Szacowanie od dotu (mianownika od géry) prowadzi do:
15 15 1

ne(J1+ 35 +1)( 1+%+1)>n-<\/l+—15+1>'(m+1) n’

Szacowanie od géry (mianownika od dotu) prowadzi do:
15 15 15 16 4

e 1+%+1)'(41+%+1)<n-(\/1+0+1)-(\4/1+0+1) I "dn n

Zatem udowodniliSmy podane w tresci zadania oszacowania ze stata C'=1.

110. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierna dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

V25n2+11—-5n
Vnt+80nZ —n

C< <11C.

Rozwigzanie:
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Poniewaz zaréwno w liczniku, jak i w mianowniku wyrazenia danego w tresci zadania
wystepuja roznice wyrazen zblizonej wielkosci, zastosujemy w liczniku wzor na roéznice
kwadratow w postaci

2_ 12
a®—b
a—b=——,
a+b
a w mianowniku nastepujacy wzor na réznice czwartych poteg:
CL2 _ b2 CL4 _ b4

a-b= a+b  (a+b)-(a2+b?)’

Otrzymujemy
V252 +11—5n 11 (Vnf+80n2+n) - (vn+80n% +n?)
VT80 —n (V2512 + 11+ 5n) -80n2 '
Szacujemy ostatnie wyrazenie od gory
1L (YnTF 8007 4 n) - (VAT E80W7 4 02) _ 11 (YT 800 4n) - (VT 800 1)
(V2512 +11+5n) - 80n? h (V2512 +0+5n) - 80n?
11-4n-10n% 11
" 10n-80n2 20

i od dotu
11- (V/n*+80n% +n) - (vn*+80n? +n?) U (VT +0+n)- (Vnt+0+n?)
(V252 +11+5n) - 80n? © (V252 +1In?+5n)-80n2
B 11-2n-2n? 1
11n-80n2 20"
OtrzymaliSmy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=1/20.

111. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodnié¢, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

_ V25n2 +24—5n
S V2 140—3n

N

2C'.

Rozwigzanie:

Poniewaz zaréwno w liczniku, jak i w mianowniku wyrazenia danego w tresci zadania
wystepujag réznice wyrazen zblizonej wielkosci, zastosujemy dwukrotnie wzor na réznice
kwadratow w postaci
a’?—b?
a—b= :
a+b

Otrzymujemy

V25212450 24-(VOn? +40+3n)
VInZ+40—3n  40- (V25n2+24+n)
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Szacujemy ostatnie wyrazenie od goéry

24-(VOn?+40+3n) _24-(VOr?+4002+3n) 24-(Tn+3n) 24-10n _3

40-(V25n2 +24+5n) © 40-(V25n2+0+5n)  40-(5n+5n)  40-10n 5
i od dotu
24-(VO?+40+43n) _ 24-(VOn?40+43n)  24-(3n+3n)  24-6n _ 3

40- (V2502 +24+5n) ~ 40- (V2502 +24n2+5n)  40-(Tn+5n)  40-12n 10

OtrzymaliSmy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=3/10.

112. Na potrzeby tego zadania liczbe nazwiemy tadna, jesli ma jednocyfrowy licznik
i jednocyfrowy mianownik.
Dla odpowiednio dobranych tadnych liczb wymiernych dodatnich C'i D spetniajacych
nieréwnos$¢ D < 3C' udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

InP+T—n -h
VAniF5—2n2

U<

Rozwigzanie:
Stosujac do licznika wzor na réznice szeScianéw w postaci
ad— b3
a?+ab+b*’
a do mianownika wzor na réznice kwadratéw w postaci
a®—b?
a—b=——
a+b

In3+T7—n 7‘(\/4n4+5+2n2>
Viént45—2n? <3(n3+7)2+n-\3/n3+7+n2>-5.
Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac licznik od dotu i mianownik od gory:

7-(VAnT+5+2n%) y 7-(VAnT+0+2n?) 4

a—

b

otrzymujemy

<W+n- W+n2) 5 (W+n {”/m+n2) 5 5
Nastepnie szacujemy od gory, szacujac licznik od géry i mianownik od dotu:
7-( 4n4—|—5+2n2) 3 7-<\/m+2n2> _
<W+n-€’/n3—+7+n2)-5 b (W+n~§/n3—4r()+n2)-5
Otrzymalidémy wiec wymagane oszacowania ze stalymi

4 7 35 36 12
C=5 1 35 15 5 ¢

7
5
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113. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierna dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

V/36n+28 —/36n+ 13 o0
S V25475 —25n+11

Rozwigzanie:

Stosujac dwukrotnie (raz na poziomie licznika i raz na poziomie mianownika) wzér na
roznice kwadratéw w postaci

a®—b?
b=
prawdziwy w przypadku a+0b# 0, otrzymujemy
V36n+28—36n+13  15- (V25 + 75+ v25n+11)
V25n+75—v/25n+11  64-(v/36n+28+/36n+13)

b

Szacowanie od dotu (licznika od dotu i mianownika od géry) prowadzi do:
15-(v/25n+T75++/25n+11) _ 15 (V25n+0++/25n+0)
64- (v/36n+28+/36n+13) ~ 64-(/36n+28n+/36n+13n)

15-10-/n 150-v/n 5 _, )

64 (v6An+/49n)  64-15-y/n 32
Szacowanie od gory (licznika od géry i mianownika od dotu) prowadzi do:
15- (V25n+ 75+ /25n+11) _15 (V25n+T75n++/25n+11n)
64-(v36n+28+/36n+13)  64-(v36n+0+v36n+0)

15-(V100n+v36n)  15-16-yn 5
B 64-12-\/n C64-12-/n 16

2. (3)

Zatem udowodnilismy podane w tresci zadania oszacowania ze stata C'=5/32.

114. Wskazujac odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' oraz liczbe rzeczywista k
udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzg nieréwnosci
V40n—11+43
C’-nk<3—<40-nk.
V40n+11-1
Rozwigzanie:
Szacujemy dane w tresci zadania wyrazenie od gory (szacujemy licznik od gory, a mia-
nownik od dotu, upodabniajac wszystkie sktadniki do sktadnika dominujacego; nastepnie
szacujemy wspoOtczynniki pod pierwiastkami tak, aby przy pierwiastkowaniu uzyskac licz-
by catkowite):

VA0 —11+3 _ VA40n —0+3n!/? _ VA49n+3nt/2 10n!/2 16
SA0n+11—1 ~ YA0n+0—nl/3 = 2Tn—nl/3  2n1/3
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Analogiczne szacowanie od dotu (licznik od dotu, mianownik od géry) prowadzi do:

VA —T14+3 _ vA0n—Tin+0 _ V29n - V25n  5n!/2  5pl/t
VA0n+11-1" J40n+1In—0 /5in~ V6dn 4n'/3 4

Udowodnili$my wiec zadane nieréwnosci ze statymi C'=5/41 k=1/6.

Uwagi:

Liczba k=1/6 jest wyznaczona jednoznacznie. Kazde rozwigzanie, w ktérym wyste-
puje inna wartos¢ k, jest btedne.

Stata C' wynika po czesci z natury szacowanego wyrazenia, a po czesci z przyjetej
przez nas metody szacowania. Przy innej strategii szacowania mozna sobie wyobrazi¢
poprawne rozwiazanie z inng statg C.

W powyzszym rozwigzaniu wystepuja ostre nieréwnosci, podczas gdy w tresci zadania
nierownosci sg stabe. To dlatego, ze celem zadania jest uzyskanie zasadniczego oszaco-
wania, a nie $ledzenie, ktore nieréwnosci sa stabe, a ktore ostre — stad stabe nieréwnosci
w tezie zadania, pomimo ze tatwo mozna uzyskac ostre. Przy tak sformutowanej tresci
zadania, w przedstawionym wyzej rozwigzaniu mozna wiec zamieni¢ nieréwnosci ostre
na stabe (wszystkie lub niektore z nich).

115. Dobraé¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodni¢, ze dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

C

n

<D
nd’

‘\/n2+1—n—

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratow przepisujemy lewsq strone nierownosci w po-
staci niezawierajacej roznicy wyrazen zblizonej wielkosci:

2 2
C C n?4+1—(n+¢ 1-20—-¢<
‘\/nQ—I—l—n— _‘\/Tﬂ—l— —(n—i—)’_ < "g = n2c
n n)l Wi+ l+(n+9)| |Vl +1+(n+9)
W liczniku ostatniego wyrazenia dominujacymi sktadnikami sa 1 oraz 2C. Aby wyraze-
nie to miato mozliwie maly rzad wielkosci, dobieramy C' tak, aby te dwa sktadniki sie
uproscity, czyli C'=1/2. Przy tej wartosci C' wykonujemy szacowanie od géry:

oz 1 _1/8

1
Vi1 (nt ) Ant(ViRdltnt k) - an?(ViEr0+n+0)  nd

co konczy rozwiazanie zadania z D =1/8.

Uwagi:
Stata C' jest wyznaczona jednoznacznie. Kazde rozwiazanie z C # 1/2 jest bledne.
Stata D =1/8 jest najmniejsza mozliwa. Kazde rozwiazanie z D < 1/8 jest bledne.
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