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87. Ktora liczba jest wigksza: (7_\/ﬁ)2017 czy (7_\/1_7)2015 )

o 2017 2015
Odpowiedz: (7 —V 17) > (7 - 17) :
Powyzsza nieréwnoéé wynika z nieréwnosci 22°17 > 2295 dla z > 1 oraz z oszacowania

7T—VIT>T—V25=7-5=2>1.

88. Ktora liczba jest wieksza: (7_\/§)2017 czy (7_\/§>2015 2

o 2017 2015
Odpowiedz: (7 -V 37) < (7 — 37) :
Powyzsza nieréwnos$é¢ wynika z nieréwnosei 22017 < 22915 dla 0 < x < 1 oraz z oszacowan

0=7—-T=7-VA9<T—/37<7-V36=7—6=1.

89. Ktora liczba jest wicksza: (7_ \/ﬁ)m” cry (7—@)2015 )

Odpowiedz: (7—/57)" > (T V57)".

Powyzsza nieréwno$é wynika z nieréwnosei 22017 > 22015 dla —1 < 2 <0 oraz z oszacowan

1=7-8=7-V6A<T—B7<T7T—V49=T7T—7=0.

90. Ktoéra liczba jest wiecksza: (7_\/ﬁ)2017 czy (7—ﬁ)2015 )

o 2017 2015
Odpowiedz: (T—/77)" < (T=V/77)"".
Powyzsza nieréwnosé¢ wynika z nieréwnosci 22017 < 22915 dla x < —1 oraz z oszacowania,

T—VTT<T—V64=7—-8=—1.

11 10
91. Ktéra liczba jest wigksza: 2%’ czy 1000%° 7

11 10
Odpowied?: 2° > 1000 .
Korzystajac z wlasnosci potegowania otrzymujemy

710
Q11 210,510 210 510 210\ 2 510
227 g2 g (977) 10007
Ostatnia nieréwnos¢ wynika z nieréwnosci

92" —92'% 9210 _ 91024 - 910 _ ()24 > 1000 .

210
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92. Ktora liczba jest wicksza: e czy 1019 ?
Liczba a = v/2 wystepuje w plerwszym wyrazeniu 16 razy.
Rozwigzanie:

Z réwnosci a'® =16 wynika, ze pierwsza liczba jest réwna 16, jest wiec mniejsza.

93. Ktora liczba jest wigksza: log,b czy logya 7
Przyjmujemy a =log,3 oraz b=1log;2.
Rozwigzanie:

Poniewaz ab=1, mamy log,b=log,a =—1.

94. Uporzadkowaé podane liczby w kolejnosci rosnacej.

A=10"", B=10"", ¢=10"", D=10"", E=(10)"
F=(100)"0°, G=2 g—22" [—10, Jj=92

Rozwigzanie:
Poprawny porzadek jest nastepujacy

EF<A<F<B<H<(C<G<D<J<I

Szacowania dowodzgce poprawnosci powyzszego uporzadkowania:
10
E=(10)"" < (10)" =10"" = 4

10 10
A=10"" = (10")"" < (10%)" < (100" = F

1010

F=(100)1" < (10*)"
B < 1010%° < 1610%7/4 — 910% _ 910001% 910240 _ 52190 _ 7
H - 22100 < 22120 = 2840 < 101040 < O
C <100 < 161004 = 100! _ 7
G = 2100! < 1010200 <D
D < 10107 < 1610°°°/4 _ 910°% _ 51000 < 91024100 < 921000 < 22210 _J

Joo2t g2t ot 1 01000 _

< (102)"" — 101" < B

21024 4512 0512

<101 =71
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95. Dla odpowiednio dobranej liczby naturalnej n udowodni¢ nieréwnosci

2120 2122
n® <2"<n
Rozwigzanie:
Przyjecie n =2" pozwala na przepisanie podanej nierownosci w postaci réwnowaznej:
120 122
2m 2 2 < 2m 2

czyli
m-2120 < om <. 2122

Z kolei podstawienie m = 2F prowadzi do
ok+120 - 22k < Qk+122 :

czyli
k+120< 2 <k+122.

Zauwazajac, ze powyzsze nieréwnosci s prawdziwe dla k=7, otrzymujemy m =27 =128
i w konsekwencji n = 2128,

96. Wskaza¢ odpowiednig liczbe naturalng n i udowodnic¢ dla niej nieréwnosci

2017 2018
<< pn?
Rozwigzanie:
Sposob 1
rzyjmijmy n =2". Woéwczas podane nieréwnosci przybieraja postac
P yj .j y 2k; W/ d . s s . yb. j t 7
2]45 22017 2 2]{? 22018
czyli

k'22017 < 2k‘ < k_22018 )
Zauwazmy, ze powyzsze nieréwnosci sa prawdziwe dla k= 2028, gdyz wtedy
k- 22017 2028 - 22017 <2048 22017 211 22017 22028 2k

oraz
2k — 22028 210 22018 1024 - 22018 < 2028- 22018 k- 22018 )
Odpowiedz
Liczba spetiajaca podane nieréwnosci jest n = 22928,
Sposob 11
Przyjmijmy n = k-22°'7. Wtedy podane nieréwnogci przybieraja postaé
(k_22017>22017 < k2207 _ (k_22017>22018 7
czyli

22017 22017

(k:-22017) 22017 < (2k> < (k2-24034) 7
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co jest rownowazne nieréwnosciom
k‘22017 < 2]6 < k2 _24034 (QQ) .

Zauwazmy, ze nierownosci (©) sa prawdziwe dla k =2028, gdyz wowczas

L. 92017 _ 99892017 _ 9(148 . 92017 _ 911 92017 __ 92028 _ ok
oraz

2k:22028 220 22008 10242 22008<20282 22008 k2'22008<k’2'24034.
e nieré6wnosci sg tez prawdziwe dla k= 7 WOwWczas
Ale nier6 Sci (©) sa tez prawdziwe dla k =4056, gdyz wé
k- 22017 4056 - 22017<4096 22017 212 22017 22029<24056 2k

oraz

2 24056 222 24034 20482 . 24034 < 40562 . 24034 — ]{32 . 24034 ]

OdpowiedZ
Liczbg spehiajaca podane nieréwnosci jest n=2028-2217. A innym przyktadem jest
n=4056-2°0"".

97. Wskaza¢ odpowiednig liczbe naturalna n i udowodni¢ dla niej nieréwnosci

2017
4" <n® < 8",
Rozwigzanie:

Slepa uliczka
Przyjmijmy n = 2¥. Wéwczas podane nieréwnosci przybierajg postaé

42k < 2k'22017 < 82k 7
czyli kolejno
2.2k < . 22017 < 3.9k
9. 2]{:—2017 <k <3. 2k—2017 ] (@)

Jednak nie udaje sie dobraé liczby naturalnej k, ktéra spelniataby nieréwnosci (Q).

Rozwigzanie poprawne
Przyjmijmy n = k- 2217, Wtedy podane nieréwnosci przybieraja postaé

4k-22017 < (/{Z ' 22017) 22017 < 8k_22017

Y

czyli

22017 2017 22017

<4k> < (k-22°17)2 < <8k) 7
co jest rownowazne kolejnym nieréwnosciom
4k < k'22017 < 8k
22k: <k- 22017 < 23k ) (&)
Zauwazmy, ze nieréwnosci () sa prawdziwe dla k =1000, gdyz wowczas
2 22000 <1000- 22017 < 210 22017 22027 < 23000 23k
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OdpowiedZ
Liczbg spehiajaca podane nieréwnosci jest n = 1000-2%'".

Uwaga
Liczbe wymagana w zadaniu otrzymamy takze dla k spetniajacych nieréwnosci

676 <k <1013.

Zauwaz, ze wsrod tych liczb nie ma potegi dwojkil!!l

98. Udowodnié¢ nieréwnosé 1000
2

n" < 2¥
dla wybranej przez siebie liczby naturalnej n > 1.
Rozwigzanie:
Zaloézmy, ze n= 22k, gdzie k jest liczba naturalng. Dana w zadaniu nieréwnos¢ przyjmuje
wowczas postac

91000 i
92

(22’“)(22) <22

co po uproszczeniu sprowadza sie do

k
ol 2k-+1000 922

(1)

Dwukrotne zlogarytmowanie przy podstawie 2 nieréwnosci (1) prowadzi do nierdw-
nosci rownowaznej

k_|_2k+1000 < 22k ' (2)
Zauwazmy, ze nieréwnos$é (2) jest spelniona dla k=10, gdyz woéwczas mamy
L =104 21010 94 91010 - 91010 | 91010 _ 91011 91024 _ p

Odpounedz:
Przykladem liczby spelniajacej warunki zadania jest n= 22" = 21024,

V2
ak

ﬁﬁﬁﬂl

99. Niech 4, =+v2"" , gdzie v/2 wystepuje n razy, a potegowanie jak zwykle wy-
konujemy od géry. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosc¢
A, <2.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy indukcyjny dowdd nieréwnosci
A,<2.

1° Dla n=1 mamy A; = /2, dowodzona nieréwnosé¢ przybiera wiec postaé
V2<2,

jest zatem prawdziwa.
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2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
A, <2. ()
Wykazemy, ze wowczas
Ay <2. (<)
Zauwazmy, ze

A= (V)™

wobec czego po skorzystaniu z zalozenia indukcyjnego (&) oraz z nier6wnosci a” < a? dla
a>11x<y, otrzymujemy

co koriczy dowdd nieréwnosei ().

Na mocy zasady indukcji dowodzona nieréwnosé¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n.

\/53
vav?

V3 .
v3V2

\/5
V2
100. Niech A,, = \/§ , gdzie v/2 wystepuje n razy, a potegowanie jak zwykle wy-

konujemy od géry. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosc¢
A, <3.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy indukcyjny dowdd nieréwnosci

A, <3.

1° Dlan=1mamy A;= \/53 =21/2=1/8, dowodzona nieréwnosé¢ przybiera wiec postaé
V8<3=19,
jest zatem prawdziwa.
2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
A,<3. (o)

Wykazemy, ze wowczas

Api1<3. (<)
Zauwazmy, ze

A= (V)™

wobec czego po skorzystaniu z zalozenia indukcyjnego (&) oraz z nieréwnosci a* < a? dla
a>11x<y, otrzymujemy

A= (VE)™" < (V2)' =2v2= VB < VO =3.
co konczy dowdd nieréwnosei ().

Na mocy zasady indukcji dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n.
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