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39. Dowies¢, ze liczba logg,150 jest niewymierna.
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zatézmy, ze liczba logg,150 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Wéwcezas otrzymujemy kolejno

m
| 150 = —
0860 n

60™/" =150,

60™ =150".
Wykazemy, ze powyzsze rOwnanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.
Sposob 1

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykltadniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sa réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

2m = n
m = n
m = 2n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwigzania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
dla takiego rozwiazania mielibysSmy

n=2m>m=n,

czyli n>n, co nie moze by¢ prawda.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie
rzeczywiste m =n =0 nie jest rozwiazaniem w liczbach naturalnych.

Sposob 11

Ostatnia niezerowa cyfra liczby 60™ jest 6, a ostatnig niezerows cyfra liczby 150"
jest 5, zatem liczby te nie moga by¢ réwne.

W obu sposobach doszlismy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba logg,150 jest
wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logg,150 jest niewymierna.

40. Dowie$¢, ze liczba log,;75 jest niewymierna.
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba log,;75 jest wymierna i niech

Lista 3R - 40 - Strony 40-47



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Wéwczas otrzymujemy kolejno

m
log,;75=—,
845 n
45mm =175
45™ =75" .
Wykazemy, ze powyzsze rownanie nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej réwnosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
32m5m:3n52n

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:
2m = n
m = 2n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
dla takiego rozwiazania mielibysSmy

n=2m>m=2n>n,

czyli n >n, co nie moze by¢ prawda.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie
rzeczywiste m =n =0 nie jest rozwiazaniem w liczbach naturalnych.

Doszlismy do sprzecznosci z zatozeniem, ze liczba log,;75 jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log,;75 jest niewymierna.

41. Dowies¢, ze liczba 1og,70,9000 jest niewymierna.
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowo6d nie wprost. Zalézmy, ze liczba log,-,,9000 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Wéwcezas otrzymujemy kolejno

m
1 9000 = —
082700 n’
2700™/™ = 9000,
2700™ =9000™ . (1)
Wykazemy, ze powyzsze rOwnanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
22m . 33m . 52m — 23n . 327L . 53'rL ) (2)
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Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykltadniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

2m = 3n
3m = 2n (3)
2m = 3n

Jednak uktad réwnan (3) nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz dla
takiego rozwiazania mielibySmy
2m=3n>2n=3m>2m,
czyli 2m > 2m, co nie moze by¢ prawda.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie

rzeczywiste m =n =0 nie jest rozwiazaniem w liczbach naturalnych.
Doszlismy wiec do sprzecznodci z zatozeniem, ze liczba 10gy7009000 jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log,;,,9000 jest niewymierna.

42. Niech
a=2%.31.610 oraz h=23.312.610

Rozstrzygnac, czy liczba log,b jest wymierna czy niewymierna.

Rozwigzanie:
Poniewaz a = 2%2-32! = 122! oraz b=2%.3%2=1222, otrzymujemy
22
log,b=—
Oga 21 Y

co jest liczba wymierna.

9
43. Dowies¢, ze liczba log(3/2> <8> jest niewymierna.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zalézmy, ze liczba log s ) (%) jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia, bo podstawa logarytmu i liczba logarytmowana sa wieksze od 1).

Wowezas otrzymujemy kolejno
9 m
10g(3/2) ]) T

B3
-

g".3m=2"m.9".

Wykazemy, ze powyzsze rownanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.
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Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
23n‘3m:2m_32n‘
Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:
n = m
m = 2n
Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwigzania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
dla takiego rozwigzania mielibysSmy
m=3n>2n=m,
czyli m >m, co nie moze by¢ prawda.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie
rzeczywiste m =n =0 nie jest rozwiazaniem w liczbach naturalnych.

DoszliSmy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log s o) (%) jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logs o) (%) jest niewymierna.

27
44. Dowies¢, ze liczba log(g /5) (25> jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zalézmy, ze liczba logg 5 (3—;) jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia, bo podstawa logarytmu i liczba logarytmowana sa wigksze od 1).

Woéwczas otrzymujemy kolejno
27 m
logg/5) %)=

<9>m/"_27
5 - 257

(5) =(%)
5)  \25)
9™ . 95" = 27" . 5™

Wykazemy, ze powyzsze rOwnanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
32m . 52n — 33n . 5m )
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Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykltadniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:
2m = 3n
2n = m
Rozwiazujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze 3n = 2m = 4n, skad istnieje jedyne
rozwigzanie rzeczywiste m =n =0, ktore nie jest rozwigzaniem w liczbach naturalnych.
Doszlismy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log g s (%) jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logg 5 (g—g) jest niewymierna.

45. Dowiesé, ze liczba v/2+ /3 jest niewymierna.
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze dana w zadaniu liczba jest wymierna
i oznaczmy ja przez w. Wowczas otrzymujemy kolejno:

w=v2+3 ;
w—V2=1/3 ,
3
(w—v2)"=3,
w3—3w2-\/§+6w—2\/§:3,
w?+6w—3= (3w’ +2)-v2,
w3 + 6w —3
Z " T \/9
3w?+2 V2,
co nie jest mozliwe, gdyz po lewej stronie réwnosci wystepuje liczba wymierna (zauwaz-
may, ze mianownik 3w?+2 jest r6zny od zera jako liczba dodatnia), a po prawej niewy-
mierna.

Otrzymana sprzecznoéé dowodzi, ze bledne bylo zalozenie, ze liczba 2+ /3 jest
wymierna. Zatem liczba ta jest niewymierna.

46. Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze liczby a+b+c oraz a®+b*+c? sg
wymierne. Dowies¢, ze liczba ab+bc+ ca jest wymierna.

Rozwigzanie:
Teza zadania wynika ze wzoru
(a+b+c)*—(a®>+b*+c?)

ab+bc+ca= 5

47. Poda¢ przyktad takiej liczby rzeczywistej dodatniej x # 1, ze liczba log, (z + 10)
jest wymierna.
Wskazéwka: Zatéz, ze log, (x+10) jest réwne tak dobranej konkretnej liczbie wymiernej,

Lista 3R - 44 - Strony 40-47



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

aby dato sie wyliczy¢ x.
Uzasadni¢ poprawnosé podanego przyktadu, np. przez wyliczenie wartosci log, (z + 10).
Rozwigzanie:
Sposob I:
Zaktadajac, ze
log,(x+10)=w,
otrzymujemy réwnanie
¥ =x+10. (#)
Wybieramy taka warto$¢ wymierna w, aby$my umieli rozwiazaé réwnanie (#) i liczymy
na to, ze znajdziemy rozwiazanie dodatnie. Dla w =2 réwnanie (#) przybiera posta¢
r?*=2+10.
Rozwigzujemy powyzsze réwnanie kwadratowe! otrzymujac
1++41
r=—),

2
a poniewaz interesuje nas rozwigzanie dodatnie, przyjmujemy

1++v41
rT=———
2
i woéwczas
log, (x+10) = log,x? =2
jest liczbg wymierng.
Sposob 11:
Postepujemy jak w sposobie I przyjmujac w = —1, co prowadzi nas do rownania

' =2+10
majacego rozwigzanie dodatnie

rT=Vv26—-5.
Wowczas

log, (v +10) =log,x ' = —1

jest liczba wymierna.

48. Podac¢ 4 przyktady liczb rzeczywistych dodatnich x # 1, dla ktérych liczba
log,, (z +120)

jest wymierna.
Wsk.: Najpierw rozwiaz poprzednie zadanie lub zapoznaj sie z jego rozwigzaniem.
Uzasadnié poprawnosé podanych przykladéw, np. przez wyliczenie wartosci log, (x +120).
Rozwigzanie:
Przyktad I:
Dla z =5 liczba log, (x +120) =log;125 = 3 jest liczba wymierna.

IStandardowe rachunki sg tu pominiete, ale na kolokwium powinny sie znalezé w rozwiazaniu.
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Przyktad I1:
7
Dla z =8 liczba log, (x +120) = logg128 = 3 jest liczbg wymierng.
Przyktad I11:

Zaktadajac, ze
log, (z+120) =w,

otrzymujemy rownanie
2P =1 +120. (#)
Wybieramy taka warto$¢ wymierna w, aby$my umieli rozwiazaé réwnanie (#) i liczymy
na to, ze znajdziemy rozwiazanie dodatnie. Dla w =2 réwnanie (#) przybiera postaé
r® =1+120.

Rozwigzujemy powyzsze réwnanie kwadratowe? otrzymujac

1++/481
r=—"",
2
a poniewaz interesuje nas rozwigzanie dodatnie, przyjmujemy

14481
r=—"
2
i wowczas
log, (x+120) =log,z* =2
jest liczbg wymierng.
Przyktad 1V:
Postepujemy jak w przyktadzie I11 przyjmujac w = —1, co prowadzi nas do réwnania

' =2+120

majacego rozwigzanie dodatnie

x=v3601—-60.

Wéwezas
log, (v +120) =log,z ' =—1

jest liczbg wymierng.
Inny spos6b uzyskania tego przyktadu: W réownosci

podstawiamy n = 3600, skad otrzymujemy x = /3601 — 60.

49. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych n > 2, ze liczba
> " logylogy (k+1)
k=2

jest wymierna.

Rozwigzanie:

2Standardowe rachunki sa tu pominiete, ale na kolokwium powinny sie znalezé w rozwiazaniu.
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Przyjmijmy n=2>" —1, gdzie m jest liczba naturalng. Wéwcezas korzystajac z réwnosci
log,b-log,c=log,c otrzymujemy

3" logylogy (k+1) =log, [] logy.(k+1) =logylogy(n+1) = log,log,2*" =m.
k=2 k=2

50. Dowies¢, ze nie istnieje liczba wymierna g > 1 spelniajaca réwnosé ¢? = 16.
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypusémy wiec, ze taka liczba ¢ istnieje i zapiszmy
ja w postaci utamka nieskracalnego m/n o naturalnym liczniku i mianowniku.
Otrzymujemy wowczas kolejno:

=y
B
m™=16"-n". (©)

Dowdd zostanie zakorniczony, jezeli wykazemy, ze réwnanie () nie moze by¢ spetnione
przez wzglednie pierwsze liczby naturalne m, n. Te czes¢ dowodu mozna przeprowadzi¢
roznymi sposobami.

Sposob I (najprostszy):

Liczba n nie moze by¢ réwna 1, gdyz w takim przypadku réwnanie () przyjetoby
postaé¢ m™ = 16, skad wobec 22 < 16 < 3% mielibyémy 2 <m < 3.

Zatem liczba n, jako liczba naturalna wigksza od 1, ma dzielnik pierwszy, oznaczmy
go przez p. Wowcezas prawa strona rownosci (O) jest podzielna przez p, a zatem lewa
strona tez jest podzielna przez p. Skoro jednak liczba m™ jest podzielna przez liczbe
pierwsza p, to takze m jest podzielne przez p, co przeczy zalozeniu, ze liczby m i n sa
wzglednie pierwsze.

Sposéb II (jesli ktos sie zapatrzy na liczbe 16 =2* i nie dostrzeze sposobu I):

Poniewaz prawa strona réwnania (©) jest podzielna przez 2, to i lewa strona tez
jest podzielna przez 2, a w konsekwencji liczba m jest parzysta, a wzglednie pierwsza
z nig liczba n jest nieparzysta. Niech k£ bedzie wyktadnikiem, z jakim liczba 2 wchodzi
do rozktadu liczby m na iloczyn poteg liczb pierwszych. Poréwnujac wyktadniki, z jakimi
dwdjka wystepuje po obu stronach réwnosci (©) otrzymujemy

km—4n, skad "=t
n k

Wobec nieréwnosci m >n musi by¢ k < 3, skad para (m, n) jest jedna z par (4, 1), (2, 1),
(4, 3) (odpowiednio dla k=1,2,3).

To zostawia trzy potencjalne warto$ci ¢ mogace spetnia¢ dang w tresci zadania row-
no$¢, a mianowicie =4, ¢=21 ¢=4/3. Jednak bez trudu sprawdzamy, ze zadna z tych
liczb nie spelnia réwnania ¢? =16, np. dlatego, ze zadna nie wpada do przedziatu (2, 3).
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