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652. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
2 n 2
gn(n+1)\/ﬁ < Y VK < 5-n-(n+1)-\/n+1.
k=1

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =1 dowodzone nieréwnosci przyjmuja postac
2 2
22 <1 < Z.2V2,
5 5
wystarczy wiec zauwazyc¢, ze
4

-<1
5

4/2 /32 -
5 V25
2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze prawdziwe sg nieréwnosci

?-n-(n+1)~\/ﬁ < zi;\/ﬁ < §~n~(n+1>'vn L. (1)

Udowodnimy, ze wowczas analogiczne nieréwnosci sa prawdziwe po zastapieniu liczby n
liczba n+1, a mianowicie

oraz

1.

n+1

?-(n+1)-(n+2)~\/n+1 < VK < g-(n—i—l)-(n—l—Q)-\/n 2. (2)
k=1

W celu dowodu lewej nieréwnosci (2) skorzystamy z lewej nieréwnosci zatozenia induk-
cyjnego (1). Otrzymujemy
n+1

Z\/ﬁzi\/ﬁ+m>§-n-(n+l)'\/ﬁ+m>

a wiec do zakonczenia dowodu lewej nierownosci (2) wystarczy dowiesé, ze

?.n.(n+1).ﬂ+\/m>g.(n+1).(n+2)-\/n I (3)

Przeksztalcanie nieréwnosci (3) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:

?-n-(n+1)-\/ﬁ+\/(n+1)3>?-(n+1)-(n+2)-\/m, } 1/ (n41)3

+1>

ol DN

“(n+2),

+5>2-(n+2),

2:n-vnz2n—1)-vVn+1,

40> 2n—1)%-(n+1),
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(2n)* > (2n—1)2-(2n+2),

a ta nierowno$¢ jest prawdziwa jako odpowiednio przeksztalcona nieréwno$é miedzy
srednig arytmetyczng i geometryczng liczb 2n—1, 2n—1 1 2n+2.

Analogicznie postepujemy dla dowodu prawej nieréwnosci (2). Korzystajac z prawej
nieréwnosci zalozenia indukcyjnego (1) otrzymujemy
n+1

SV = VB 0t 1< S one (e )Vt T (b 1P,
a wiec do z;lzolﬁczeniak(_igwodu prawej nieréwnosci (2) wystarczy dowiesé, ze
5-n-(n+1)-\/n——|—1+m<?-(n+1)-(n+2)-m. (4)
Przeksztalcanie nier6wnosci (4) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:
jn.<n+1>.¢n—+1+m<j<n+1 (n+2)-vVnte, ENCESE

2 2 2)- 2
5.n+1<.(n—|—) n+ 7

~—

(\]
E)
+
>
N
+
[\

2:-n+5<

(2n+5)-vVn+1<2-
(2n+5)*- (n+1)<4-(n+2)?,

2-(2n+5)*- (n+1)<8-(n+2)*,
(2n+5)*- (2n+2) < (2n+4)?,

+2)-vVn+2,

N~

a ta nierowno$¢ jest prawdziwa jako odpowiednio przeksztalcona nieréwnosé miedzy
srednig arytmetyczng i geometryczng liczb 2n+5, 2n+5 i 2n+-2.

Na mocy zasady indukcji matematycznej dane w zadaniu nieréwnosci zostaty udo-
wodnione dla kazdej liczby naturalnej n.

653. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢

(n+5).(2”> >9.4"71,

n

Rozwigzanie:

Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukcyjny.

1° (w tej chwili wydaje nam sie, ze jest to pierwszy krok indukcyjny) Dla n=1 mamy

L=(n+5)- (2:) —6- (i) —6-2=12

P=9.4"1=9.4=9,

oraz
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a zatem dana w zadaniu nier6wno$¢ przyjmuje posta¢ 12 > 9, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze

(n—|—5)-(2:) > 94771

(n+6)~(2n+2) > 947

Chcemy wykazaé, ze

n+1

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
(n+6) <2n+2) (n+6)(2n+2)!  (n+6)(2n)!(2n+1)(2n+2)
n . =

n+1/)  (n+D!(n+1)! nl(n+1)nl(n+1)
B (2n) (n+6)(2n+1)(2n+2) . (2n) 2(n+6)(2n+1)
=(n+5) (n) (E S (n) (n+5)(n+1)
no1 2(n+6)(2n+1) n—1_4_qQ.A"
R e e LU A
o ile udowodnimy, ze
2(n+6)(2n+1)
(n+5)(n+1)

Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnos$ciom
2(n+6)(2n+1)>4(n+5)(n+1),
(n+6)(2n+1) >2(n+5)(n+1),
2n° +n+12n46>2(n°+n+5n+5)
2n® +13n+6 > 2n*+12n+10,

n=4.

Drugi krok indukcyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 4.

Dla kompletno$ci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnos¢ dla
n=21in=3 oraz dla n=4. Sprawdzenie dla n=4 okazuje sie przejmowac role pierwszego
kroku indukcyjnego, a sprawdzenie dla n =2 i n =3 weryfikuje dowodzong nieréwnos¢
w przypadkach, ktore dotad nie zostaty sprawdzone, ani tez nie wynikaja z dowodu
indukcyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy

4
L="7- (2) =7-6=42 oraz P=9-4'=36,
skad L > P.
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Dla n =3 otrzymujemy
L=8. (g) =8.20=160 oraz P=9-4>=144,
skad L > P.
1° (to okazuje sie by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym) Dla n =4 otrzymujemy
L=9. @ =9.70 oraz P=9-4=9.64,
skad L > P.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwno$¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n>4, a ponadto wykonaliSmy bezposrednie spraw-
dzenie dlan=1,n=21in=3.

Uwagi:

Sprawdzenie dla n =4 nie wydaje sie wymagac¢ wiele pracy, jednak brak swiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.

Jesli zamiast nieréwnodci
2(n+6)(2n+1)

(n+5)(n+1)
W rozwigzaniu pojawi sie ostra nieréwnoscé
2(n+6)(2n+1
0@t o, )
(n+5)(n+1)
to w konsekwencji drugi krok indukcyjny zostanie przeprowadzony dla n>4. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nierownosci dla n = 5.

>4

654. Skonstruowaé¢ przyklad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach rzeczywi-
n=1

o o
stych, ze szeregi Y. a? oraz Y. al} sa zbiezne, a ponadto zachodza réwnosci
1

n=1 n=
Zan:Zai:§ oraz Zafl:5.
n=1 n=1 n=1

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zalézmy, ze a,, = cq" ™', pamigtajac, aby |¢| < 1. Wéwcezas

5% 5% n—1 c
an=7 cq" = :
n=1 " n=1 1__q
a, = c \q =
n=1 " n=1 1__q2
oraz
a, = c \q = s
n=1 " n=1 1__q4
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co po uwzglednieniu warunkéw zadania prowadzi do uktadu réwnan

c 1
l—qg 2
c? 1
= - o
1—4q2 2 (A)
¢ _ 1
1—¢* 5’
czyli
2¢c = 1—q
22 = 1—¢?
S5t = 1—¢*.
Z pierwszego réwnania otrzymujemy
l—q
c=——
2 Y
co po podstawieniu do drugiego rownania i uwzglednieniu, ze 1 —q# 0, daje kolejno
(1-¢)? 2
2. 92 ::1__q )
1—¢q)?
( 5 ) =(1—-q)-(1+4q),
l1—q
=1
5 +4q,
l—g=2+2q,
__1::3q7

q=-1/3, ¢=2/3.

Para (¢, ¢) =(2/3, —1/3) jest jedyna para liczb spelniajaca pierwsze dwa réwnania
uktadu (#). Nalezy sprawdzi¢, ze spelnia ona takze trzecie réwnanie tego uktadu:

A (B aems1 1

1—g? 1_(—?1)4_80/81_5‘

Otrzymane rozwigzanie ¢ = —1/3, ¢=2/3 prowadzi do
2-(=1)t
_ n—1:: ]
a, =cq — 3
Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
o] 2 . (_1)n—1

D

n=1 3"
Uwaga: Nie istnieje szereg o wyrazach nieujemnych spelniajacy warunki zadania,
o0
gdyz dla dowolnego szeregu zbieznego 3 a, o wyrazach nieujemnych zachodzi nieréw-
n=1
nos¢é

0o 0o 2
Zai<<2an) :
n=1 n=1
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2
655. Udowodnié, ze liczba rzeczywista g > 1 spelniajaca réwnanie ¢4 =256 jest nie-
wymierna.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze dana w zadaniu liczba jest wymierna
i zapiszmy ja w postaci utamka nieskracalnego m/n o naturalnym liczniku i mianowniku.
Przeksztatcanie danego w zadaniu réwnania prowadzi kolejno do:

m?2/n?
(T) — 956,

n
m2 2
(T) — 956",
n
m™ =256 -n™ (5)

Gdyby liczba n byta wieksza od 1, miataby dzielnik pierwszy p. Poniewaz prawa strona
réwnosci (5) bytaby podzielna przez p, takze lewa strona bylaby podzielna przez p, skad
wynika, ze liczba m bytaby podzielna przez p. Poniewaz jednak z zalozenia liczby m i n
sg wzglednie pierwsze, taka sytuacja nie jest mozliwa, co dowodzi, ze n = 1.

Zatem liczba ¢ =m jest calkowita. Pozostaje zauwazy¢, ze

22" =16 <256 =2% < 3°=3%
skad
2<g<3,

co stoi w sprzecznosci z uzyskanym wnioskiem, ze ¢ jest liczbg catkowita.

Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowod nie wprost.

656. Dobrac¢ odpowiednig liczbe rzeczywistg k oraz liczbe wymierng dodatnig C'i udo-
wodni¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodza nieréwnosci

2P < (4 V162 +9-3-V92+16) - (Vo +1) <3C-2.

Rozwigzanie:

Zastosowanie wzoru na roznice kwadratow pozwala przeksztalcié szacowane wyrazenie
w nastepujacy sposob:

1752 - (\/x+1
(4-vV162+9-3-v92+16) - (Va+1) = 4.\/16“91\/;\/9)“16.

W przypadku, gdy x > 1, wykonujemy nastepujace szacowania:
. 175z -/x _ 1752 - (\/x+0) o 175z (Vx +1) B
35V 4162 +92+3-9r+ 162  4-y/162+9+3-v/92+16
N (Vz+vx)  350z-\/x
T 4./160+0+3-v/924+0 25-\/x

Natomiast w przypadku, gdy 0 <x < 1, oszacowania wygladaja nastepujaco:
175z 1752+ (041) » 175z (\/r+1)
35  4-y/164+9+3-v/9+16 4-y/162+9+3- NCTEST
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< 175z - (141) 350z - 360z
T 4-/0+9+3-/0+16 24 24
Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodza nieréwnosci

51 < (4-V162+9—-3-V92+16)- (Vr+1) < 15-z,

mozna wiec przyja¢ k=1 oraz C'=5.

=15x.

W kazdym z kolejnych zadan zadan podaj granice (lub granice niewtasciwa) ciagu.
Liczby wymierne podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

. 1+24+34+4+...+k+...4+n
lim
n=too 14+345+7+...+(2k+1)+...+(2n+1)

657. =1/2

1+243+44 . +k+...+(2n+1)

658. 1
notoo 1434547+ +(2k+1)+...+(2n+1)

14243444+ . +k+...+27

659. 1 =3/8
N T N S T TR/
1424448+ 42k 447
660. =3/2
nﬂloo1+4+16+64+...+4k+...+4n /
14244 A2k 48
661, lim +24+44+8+.. . 428+ +8 /4
n—too ] +84+64+5124...+84.. . +8»
(12448t 2 2)
662. lim =
n—+too 1 +44+164+64+... 445+ ..  +4n
1+2+4+8+...+2F+.. . +647
663. i =3/2
nibo 1+ A+ 16+ 64+. . +4F 4+ ...+ 64 /

. 14+44+164+64+...+4F ... +64™
11m
n—+oo 1 +8+464+512+...+8 4 ... +64»

664. =7/6
14244+8+...+2F+ . 464"

665.
n-5 b0 14+8+64+512+...+8+.. . +64n

—7/4

1+8+64+512+... +8 ... +64"

666. =9/8
n=too 1 +64+4006+ ...+ 645+ ... +64" /

14+4+164+64+...+4F+. . . +64"

667.
=50 14 64+ 4096+ ...+ 64F + ..+ 64"

—21/16
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