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645. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 4 zachodzi nieréwnosé
n+3 _ n’
7 7

Rozwigzanie:

Korzystajac z réwnosci
<n+3> _(n=3)-(n=2)-(n=1)-n-(n+1)-(n+2)-(n+3)

7 7!
zapiszemy dowodzona nierownos¢ w postaci
(n=3)-(n=2)-(n—1)-n-(n+1)-(n+2)-(n+3) _ n’
7! 7
Teze zadania otrzymujemy mnozac stronami trzy nieréwnosci
(n—3)-(n+3) <n?,
(n—2)-(n+2)<n?,

(n—1)-(n+1)<n?

oraz rownosé

Nalezy wyjasnic¢, ze nieré6wnosé
(n—k)-(n+k)<n?
wynika tatwo ze wzoru na réznice kwadratow
(n—k)-(n+k)=n*—k*<n?.
Mozna ja tez otrzymaé powotujac si¢ na nieréwnos¢ miedzy srednia geometryczna i aryt-

metyczng dwoch liczb w nastepujacej wersji: Iloczyn dwoch liczb dodatnich o ustalonej
sumie jest najwickszy, gdy liczby te sa réwne.

646. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
7 Mt
i=1 8

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dlan=1mamy L=1 oraz P=2, skad L < P.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

n ‘ n4_ n+1 4
i=1 8
Wykazemy, ze wowczas

§i7<(n+1) é(n+2) _ (&)
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Wychodzac od lewej strony réwnosci (&) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego otrzy-
mujemy

n+1 n 4, 14 14 .
L=Yi= z‘7+(n+1)7<”("y)+(n+1)7:(”g ) (n*+8-(n+1)%) =
=1 =1
1 4
:(ng ) ~(n4+8n3+24n2+24n+8)<
1)* 1)*. 2)4
<(ng ) -(714—1—87134—24712—1—3271—1—16):(n+ )8(n+ ) =P.

Drugi krok indukeyjny zostal wiec przeprowadzony dla kazdego n naturalnego.
3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

647. Liczby wymierne dodatnie a i b spetiaja warunek a’ = 2. Dowie$é, ze liczby a
i 1/b sa catkowite.
Rozwigzanie:

Zapiszmy liczby a i b w postaci utamkéw nieskracalnych o naturalnym liczniku i mia-
nowniku:

Otrzymujemy wowczas kolejno:

s/t
e

s

=2t

<13

VR
© S |2

=2"n". (@)

3

Dowdd catkowitosci liczby a, czyli réwnosci n=1 (dowdd nie wprost):

Jezeli liczba n jest wigksza od 1, to ma dzielnik pierwszy, oznaczmy go przez p.
Woéwcezas prawa strona rownosci (©) jest podzielna przez p, a zatem lewa strona tez
jest podzielna przez p. Skoro jednak liczba m?® jest podzielna przez liczbe pierwsza p,
to takze m jest podzielne przez p, co przeczy zatozeniu, ze liczby m i n sg wzglednie
pierwsze.

Dowdd catkowitosci liczby 1/b:
Skoro wiemy juz, ze n =1, réwnanie (V) przyjmuje postaé
m*=2". (<)

Stad wynika, ze m jest potega dwoéjki o wyktadniku naturalnym, powiedzmy m = 2F,
co po podstawieniu do réownania () daje

oks = ot
Wobec tego ks=t, skad k=t/s=1/b jest liczba catkowita.

648. Podac przyktad takiego niepustego zbioru ograniczonego A, ze 0 <sup A <1 oraz
sup {a*: a € A} =sup A.
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Rozwigzanie:

Przyktadem zbioru spelniajacego warunki zadania jest zbiér A={—1/2, 1/4}. Wowczas
sup A=1/4, a przy tym zbior {a?: a € A} ={1/16, 1/4} réwniez ma kres gorny 1/4.

649. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1
E: an = E: an =5
n=1 n=1 2

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zgdanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, ze a, = cq™ !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wéwcezas

9] 00 L c
n—
Y=Yt =
n=1 n=1 —q
oraz
C3

o 3 = 3(. 3\l _
LA

co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
c 7

1—q 2
c3q 7 (W)
1—g3 27

2c=T7(1—q)
{263:7(1—q3) :

Z pierwszego réwnania otrzymujemy

czyli

co po podstawieniu do drugiego rownania daje kolejno
7(1-¢g)° 3
923 =T (1 —4q >
7(1-q)’
4
7(1-¢*=4(1-q) (1+q+¢°)
7(1—q)’=4(1+q+¢")
49¢* — 98¢ +49 =4¢> +4q+4
45¢* —102¢+45=0 ™)
15¢> —34¢+15=0.

2

Otrzymane rownanie kwadratowe ma rozwiazania

34+/3482—4-15-15 17172 =152 174,/(17—15)(17+15)
q: = —_=
30 15 15
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C17£v2:32 17£4/64 17438
1 1 15

b

co wobec warunku ¢ <1 wymaga przyjecia ”+”="—"". Ostatecznie otrzymujemy

_17-8 9 3
=5 155
skad
o Td-q) 7
2 5
Otrzymane rozwiazanie ¢ =3/5, ¢=7/5 prowadzi do
B — 7 3n71
an=cq" " =—0—.
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
00 7‘31171

>

n=1

5n

650. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem f(x)= ¢/23+103. Dowiedé, ze
dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej C' istnieja takie liczby rzeczywiste z, vy, ze

[f (@)= fW)|>CJz—y|.
Rozwigzanie:

Przyjmijmy x = —10 oraz y = —10 —¢, gdzie liczba rzeczywista dodatnia € bedzie spre-
cyzowana pézniej. Wowezas |x —y| =€, a ponadto

/289

~2/3

|f(z)— f(y)] = ¥/300e + 3062 + 3 > /300e > v/289¢ = /289 - {/z =
/289

:W'W—M:C'W—yh

=

o ile zatozymy, ze
/289
£2/3

O:

czyli kolejno

_2/3 /289

O )
3 3/2
_ (\/289> |
C
17
E= W .

651. Interesuja nas funkcje f:(—1, +00) — R spetniajace warunek
fl)=(1+2)"* dla ze(~1, +o00)\{0}. (%)

a) Udowodnié, ze istnieje funkcja ciagla f speliajaca warunek (x) i obliczyé¢ f(0) dla
tej funkcji f.
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Rozwigzanie:

Podstawiajac w granicy

1 t
lim <1—|—) =e
t—o0 t

t=1/x, czyli x=1/t, otrzymujemy
lim (14x)

z—0t

1
*—e.

Ponadto

t —t _ —t t t
lim <1+1> = lim (1—1> = lim (tl) = lim <t> = lim (1+1> =
t——o0 t t——400 t t——+o00 t t—too \ t—1 t—Foo t—1

1 \! 1
Iti@m((lﬂ_l) '(”H)):e‘l:@-

1 t
lim (1—1—) =e,
t——o0 t

co po podstawieniu t =1/z, czyli z =1/t, daje
lim (1+2)"/*=e.

r—0~

Mamy wiec

Stad otrzymujemy
lim f () = ling (14+2)""" =,
co po przyjeciu f(0) =e prowadzi do funkeji ciagtej f.
b) Dla funkcji ciagtej f spetniajacej warunek (%) obliczyé¢ pochodna f/(0) albo wyka-
zac, ze f jest nierdzniczkowalna w zerze.
Rozwigzanie:
Zauwazmy najpierw, ze dla z € (—1, 400)\ {0} mamy

F() !

d d
y (1 _|_:L,>1/x _ die(l/x)ln(ler) _ e(l/x)~ln(1+x) . % ((1/1’) -ln(l +$>) _

) :(szx. (Jn(ijx) +x.<xl+1)> .

Zastosowanie reguty de I'Hospitala do definicji pochodnej funkcji f w zerze daje
. f(h)=fO0)au,. f'(R)=0 . .

/ JNY) SNV Al J )Y / . /
f(0)= }ILH% h = }ILH% 1 = }lllmof (h) = glﬁnnof (),

ale mozna tez od razu powolaé sie na ogdlna réwnosé f/(0) = lin% f'(x) prawdziwa, gdy

f jest rozniczkowalna wokot zera i ciggla w zerze.
Z pomoca reguty de I’'Hospitala wyliczamy

f'(0)=lim f'(x) Z}EL%(“* o) (

In(1+u) 1 ))

x? +.21:-(33—1—1)

: , In(1+x) 1 . x—(1+2)-In(14+x) ¢n
— 1z, _ —e- =
_ﬂlclg(l)u—i_x) :}c{%( 2 +x-(x+1)> © 316111(1) 22 (z+1)
CH, o I-In(14+2)—(14+2x)/(1+x) o lim —In(1+x) CH —1/(1+2) __e
z—0 322422 =0 3x2+42x =0 6r+2 2
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