Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

573. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (z) o wspétezynnikach rzeczywi-
stych, ze funkcja f:IR — R okreslona wzorem
0 dla <0
flx)=4 W(z) dla 0<z<l1
x dla z>1
jest dwukrotnie rézniczkowalna.
Rozwigzanie:

Niech
W (z)=az’ +bz* +ca’ +dx* +ex+g.
Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w zerze, musza zachodzi¢ warunki
W(0)=W'(0)=W"(0)=0,
skad
i w konsekwencji
W (z) = az® +br* +cx®.
Dwukrotng rézniczkowalno$é funkcji f w jedynce otrzymamy pod warunkiem
W1)=w'(1)=1  oraz  W"(1)=0,
co wobec

W'(z) = bax* +4bz® + 3ca®

oraz
W"(z) = 20ax® +12bx* + 6¢x

prowadzi do uktadu réwnan

a+b+c =1
Sa+4b+3¢c = 1
20a+12b+6¢ = 0

ktory ma rozwigzanie a =3, b= —8, ¢=6.

Odpowiedz: Wielomianem spetniajacym warunki zadania jest W (x)=3x°—8z*+623.
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574. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (z) o wspétezynnikach rzeczywi-
stych, ze funkcja f:IR — R okreslona wzorem
-1 dla z<-1
flz)=¢ W(z) dla —-l<z<1
1 dla z>1
jest dwukrotnie rézniczkowalna.

Rozwigzanie:

Niech
W(x) = az®+ba* +ca® + da’ +ex+g.

Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie —1, musza zachodzi¢ wa-
runki
W(-1)=-1  oraz  W'(-1)=W"(-1)=0.
Dwukrotng rézniczkowalnos¢ funkcji f w jedynce otrzymamy pod warunkiem
W(l)=1 oraz W' (1)=W"(1)=0,

co wobec
W' (z) = bax* +4bx® +3ca® +2dx +e

oraz
W"(z) = 20ax® +12ba® + 6cx +2d

prowadzi do uktadu réwnan

—a+b—c+d—e+g = -1
a+b+c+d+e+g
S5a—4b+3c—2d+e
Sa+4b+3c+2d+e
—20a+12b—6¢+2d
20a+12b+6¢+2d = 0

Dodanie stronami rownan pierwszego i drugiego, odjecie trzeciego i czwartego, dodanie
piatego i szbéstego daje po uproszczeniu

(1)

I
co o~

b+d+g = 0
2b+d = 0
6b+d = 0

Stad tatwo otrzymujemy b=d=g=0. W konsekwencji uklad réwnan (1) po uproszczeniu
przyjmuje postac

at+c+e = 1
ba+3c+e =
10a+3¢c = 0

Rozwiazaniem tego ukladu jest a =3/8, c=—5/4, e=15/8.

Odpowiedz: Wielomianem spelniajacym warunki zadania jest
32" —102°+ 15z

W) .
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575. Niech .
e’ —1

fle)=¢ *
A dla =0

a) Dla ktorej wartosci parametru A istnieje f'(0) i ile jest rowna?
b) Dla tej samej wartosci parametru A wyznaczy¢ f”(0).

dla 240

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
. f(W)—=f0) . Lh_l—A o eh—1-A-h
/ o — — - - -
FO=m™ = =i e

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2

o, ozemy wiec
zastosowac regute de I’Hospitala.

, . eh—A
F0) = Jim =,
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz ~~, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=1. Wobwczas
mozemy po raz drugi zastosowac¢ regute de I’Hospitala.
, et 1
FO)=lim==3.
W celu obliczenia pochodnej drugiego rzedu w zerze musimy najpierw obliczy¢ pierw-

szg pochodng poza zerem:

1-A

_e:”~:v—ef”—|—1

fla) =
Z definicji pochodnej otrzymujemy
()=o) el q g ehip by 22
" _ S =7 ) _ 5 _ ;
) —]lg% h ’ILIL% h flzlir(l) L3 :

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0’
zastosowac regute de I’Hospitala.
h h_ h h h
vy . € ch+et—e'—h o e*-h—h . e'—1
F7(0)= fim 3h? B e R L T
Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0 )
ponownie zastosowac regute de I’Hospitala.

h
miy e € L
Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A =1 i wowczas f'(0) =1/2 oraz

£7(0)=1/3.
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576. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= ¢/22+2. Wyznaczy¢ naj-
mniejszg taka liczbe rzeczywista dodatnig C, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y
zachodzi nier6wnos¢

[f(@) = f)I<C-le—yl.

Rozwigzanie:

Pominagwszy trywialny przypadek z =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnosé
|f (@)= fW)l=lz=yl- [ ()],
gdzie ¢ lezy pomiedzy x i y.
Zatem najmniejsza stata C, z ktorg prawdziwa jest nieréwno$é¢ podana w tresci zada-
nia, jest rowna kresowi gérnemu zbioru {|f'(x)|: z € R}.
Obliczamy pochodna funkeji f:

2z
fla)y=—"p
( ) 3($2+2)2/3
Zauwazmy, ze
2 207 1/3
lim f'(x)= lim —xm: im ’ 75 =0-
T—£00 r=+00 3. (12 4-2) r=F0 3. (142-272)
Ponadto
2 81>

fie)= 3. (224277 9-(a2+2)°"

Rozwigzujemy réwnanie na zerowanie sie f”:

2 B 82

3- (22427 9-(a2+42)"7]
3- (27 +2) =4a”,
6=2a2,
r==+V6.
Wyliczamy wartosci funkeji f/ w miejscach zerowych jej pochodnej:
+2-/6 2-4/6 2-4/6 1

=+ =+ S

3.((i\/€)2+2)2/3 3-8/ 34 V6

Stad wynika, ze funkcja f’ przyjmuje najmniejsza i najwieksza wartos¢ odpowiednio

—1/4/611/V/6, a zatem C =1//6.
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577. Niech funkcja f:R—R bedzie funkcjg odwrotnag do funkeji g:IR— R zdefinowanej
wzorem
g(x)=2"+1x.

Poda¢ dwie pary liczb (n, w), gdzie n jest liczba naturalna (catkowita dodatnia)
mniejsza od 100, a w liczbg wymierng, speliajace réwnanie

f"(n)=w.
Jezeli licznik lub mianownik liczby w jest wigkszy od 100, nie musi by¢ zapisany w po-
staci dziesietnej (moze by¢ zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb
dziesietnych lub poteg).

20 20 5 160 160

moy—_ "7 _ __ "34) =— —— =
72) 63 216 54 77(34) 813 312

578. Niech funkcja f:IR—R bedzie funkcja odwrotng do funkcji g:R—R zdefinowanej

wzorei

133

g(x)zE—l—a:.

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej dru-
giego rzedu funkcji f w trzech podanych punktach.

f//@) —_1/4 f”<134> ——4/125 f"(12)=-3/500

579. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcja odwrotng do funkcji g:R— R zdefinowanej

wzorennl 5

g(x)z%—i—?x.

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej dru-
giego rzedu funkcji f w czterech podanych punktach.

fff(g):_zm f”(i?):—l/m J"(15) =-6/1331 f~<8;):_1/729

W kazdym z kolejnych 10 zadan zapisz w postaci liczby catkowitej lub utamka nie-
skracalnego wartosci trzech pochodnych funkcji w podanym punkcie.

580. fi(z)=vZ  f(25)=1/10, 7(25) =—1/500, ”(25) = 3/25000
581. fo(z) =z f3(1/4)=3/4, 5(1/4)=3/2, 5'(1/4)=-3
582. fy(x)=a?-\/x f4(4) =20, 7(4)=15/2, 7(4)=15/16
583. fi(z) =V fi(1)=1/3, i(1)=-2/9, V(1)=10/27
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584. fs(z)=x- Iz f1(1/27)=4/9, 7(1/27) =4, 7(1/27) =72
585. fo(z)=Inx fi(2)=1/2, 7(2)=-1/4, "(2)=1/4
586. fr(x)=x-Inz 1) =1, 2(1) =1, 7(1) =—1
587. fs(z)=arctg x fi(l)=1/2, (1) =-1/2, 7(1)=1/2
588. fo(x)=arctg x f5(2)=1/5, (2) =—4/25, 7(2) =22/125
589. fio(x)=arctg z flo(3)=1/10, "(3)=-3/50, ”(3)=13/250

590. Wyznaczy¢ liczbe naturalng k oraz liczby wymierne a i b, dla ktorych prawdziwe
jest nastepujace twierdzenie:

Dla dowolnej funkcji trzykrotnie rézniczkowalnej g: R — R o dodatniej pochodnej
pierwszego rzedu, pochodna trzeciego rzedu funkcji f odwrotnej do g wyraza sie wzorem:

i ooy — 00" (@) +bg/(2) 9" ()
[ (g(z)) (g,(x))k :

Rozwigzanie:

Trzykrotne rézniczkowanie stronami réwnosci

flg(x)) =z
prowadzi kolejno do

f'(9(x)-g'(x) =
" (g(@)- (¢'(@)" + f (g(x )) g”(w)zo,
" (9(@)- (' @)+ 1" (g(2))-2-¢'(x)-g"(2) + [ (9(2))-¢"(x) - g' () + [ (9(x))-g" () =0,
" (9(@))- (g (2))" +3- f" (9(x)) - ¢/ (x) - " (@) + f' (9(x)) - " (x) = 0.

Wobec tego otrzymujemy nastepujace wzory na pochodne funkeji f:

, 1
S'y(@)-g"(x) _ g"(x)

1! T — ( —
P ==y = ga)

3" (9(x))-9'(x) " (@) + I (9(x))-9" ()
(9'(x))”

9@ 3 (¢" (@) ' (2) 9" (x)

1" (gl) =~
32 (2) g (a)
G@r

W konsekwencji szukane liczby to k=5, a=31b=—1.
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