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562. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

f(z)=Inz—+/z.

Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
F(16)+ f(18) czy  2-f(17) 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 1
, —_— e —
oraz ) .
1 _ -
f (l’)— $2+4'I‘3/2’
skad nieréwnosé f”(z) > 0 jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
1 1 0
IR R
1 1
4. q3/? - 22’
V>4,
x>16.

Zatem f jest $cisle wypukta w przedziale [16; +00), skad

f(ﬂf);f(y) >f(a:v2ty>7

czyli

f@)+ ) >2f (20

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y > 16.
W szczegdlnoscei

f(16)+ f(18) >2- f(17).

563. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(r)=Inz— Jx.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:
f(89)+ f(91) czy  2-f(90) 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 1
/ _—— ————

f (l’) - T 3. I2/3
oraz . 5

"

f (ZL‘)— 332 9‘.775/3’
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skad nieréwnos$é f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
1 2
"2t =l
2 1
9.5 = g2
9
1/3
X / < 5 s

9% 729
—=—=091,125.
x<23 3 91,125

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale (0; 91,125), skad

f)+ ) <21 (30

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y < 91,125.
W szczegdlnoscei

f(89)+ f(91) <2- £(90).
Uwaga: Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze

#(89)+ f(91) ~0,036809335389

oraz
2-£(90) ~ 0,036809847546 ,

co wydaje si¢ skutecznie odbiera¢ wszelka nadzieje na rozwigzanie zadania poprzez bez-
posrednie szacowanie kazdej z podanych liczb z osobna.

564. Niech f: (0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=+z—2-Inz.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:
f(61)+f(63) czy 2-f(62)7

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodna drugiego rzedu danej funkcji:

1 2
/ —_——ee

f (l.) - 2 . \/E T 9

1 2

" - =

f(x)_ 4'1‘3/2—’_1’2.

Nastepnie wyznaczamy przedziaty wypuktosci/wklestosci funkeji f poprzez rozwiazanie
nieréwnosci f”(z) >0 :
1 2
_74‘$3/2 +ﬁ >0,
2 1
] ” 4.q3/27

8>,
r <64,
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co oznacza, ze f"(x)>0 dla x € (0, 64) oraz f"(z) >0 dla z € (64, 00). W konsekwencji
funkcja f jest écisle wypukla w przedziale (0, 64) i Scisle wklesta w przedziale (64, co).

Poniewaz f jest Sci$le wypukla w interesujacym nas przedziale (0, 64), dla dowolnych
roznych liczb rzeczywistych z i y nalezacych do tego przedziatu zachodzi nierownosé

f(w>+f(y)>f(x+y) ’
2 2

bedaca najprostszym wariantem nieréwnosci Jensena. Przyjmujac x =61 oraz y =63,
a nastepnie mnozac powyzsza nieroOwnosé przez 2 otrzymujemy

f(61)+ f(63)>2- f(62).
Odpowiedz: Liczba f(61)+ f(63) jest wigksza od liczby 2- f(62).

565. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
f(x)=+vx—2-Inz.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:

F(65)+f(67) czy  2-f(66) ?

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodna drugiego rzedu danej funkcji:
1 2
/ _— —
1 2
1 - =
f(ﬂ?)— 4'1,3/2—’_1,2'

Nastepnie wyznaczamy przedziaty wypuktosci/wklestosci funkeji f poprzez rozwiazanie
nieréwnosci f”(z) >0 :
2
_74.;53/2 +ﬁ >0,
2 1
22 - 42327

8>,
r <64,

co oznacza, ze f"(x)>0 dla x € (0, 64) oraz f"’(z) >0 dla z € (64, 00). W konsekwencji
funkcja f jest écisle wypukla w przedziale (0, 64) i Scisle wklesta w przedziale (64, co).

Poniewaz f jest Scisle wklesta w interesujacym nas przedziale (64, co), dla dowolnych
roznych liczb rzeczywistych i y nalezacych do tego przedzialu zachodzi nierownosé

f(x)+f(y)<f (Hy) ’
2 2

bedaca najprostszym wariantem nierownosci Jensena. Przyjmujac x =65 oraz y =67,
a nastepnie mnozac powyzsza nierOwnosé¢ przez 2 otrzymujemy

F(65)+ f(67)<2- £(66) .
Odpowiedz: Liczba f(65)+ f(67) jest mniejsza od liczby 2- f(66).
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566. Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:
arctg 1004 2-arctg 103+ 3-arctg 106  czy  6-arctg 104 7

Rozwigzanie:

1
Ca241
jest malejaca na przedziale (0, +00), funkcja f jest na tym przedziale $cisle wklesta.

Zatem na mocy nieréwnosci Jensena dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych do-
datnich x1, x5 i x3 oraz dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich aq, as i asg spetniajacych
warunek aj +as +as =1 zachodzi

flarzy+asma+azxs) >ar f (v1) +aof (v2) +asf (x3)
co dla 21 =100, £ =103, x3 =106, a; =1/6, ay =1/3, a3 =1/2 prowadzi do nieréwnosci

f(100)  f(103) f(106)
6 * 3 * 2

Rozwazmy funkcje f dana wzorem f(x)=arctg x. Poniewaz jej pochodna f'(z)

f(104) >

gdyz wowczas
100 103 106 100+42-103+3-106 624
a1x1+a9xs+a3r3=—"+—+—= = =104.
6 3 2 6
Mnozac udowodniona nier6wnosé stronami przez 6 i podstawiajac f(z) = arctg z otrzy-

mujemy

6-arctg 104 > arctg 10042 - arctg 103+ 3 - arctg 106 .

Uwaga:
Bezposrednie wyliczenia pokazuja, ze

arctg 1004 2-arctg 1034 3-arctg 106 ~9,367060

oraz
6-arctg 104~9,367087.

Roéznica miedzy poréwnywanymi liczbami jest wiec zbyt mata, aby mozna sobie wy-

obrazi¢ ich poréwnanie bez uzycia komputera przez oszacowanie kazdej z nich z osobna.

567. Rozstrzygnac, ktora liczba jest wigksza:
arctg 3+arctg 5+2-1n4 czy In3+41In5+2-arctg 4.

Rozwigzanie:
Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem f(x)=arctg x —Inz. Wowczas
1 1
, —_— —_—
j)($)'_’x2%_1 T

oraz

() = —2z +i _ 2%+t 4 22° 41 2®-(a—2) 42 +22° 41
(2241)> 22 22 (224 1) 22 (2241)°

co na pewno jest dodatnie dla x >2. Wobec tego funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale

(2, +00). Na mocy nieréwnosci Jensena otrzymujemy wiec

(< OHIE),

Y
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co jest rownowazne kolejnym nieréwnosciom:

2f(4) <f3)+f(5),
2arctg 4 —2In4 < arctg 3 —In3+arctg 5—1Ind

2arctg 441n3+1nd < arctg 3+arctg 5+2In4 .

Odpowiedz:
arctg 3+ arctg 5+2-1n4 > In3+4+1n5+2-arctg 4.

568. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

flz)=eV",
gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktoéra z liczb jest wicksza:
F6)+F(8) cay  2-£(7) 7
Rozwigzanie:

Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f w przedziale (0, +00) otrzymujemy

/ o 6%
f (33') - 3'1,2/3
oraz 5 3
eV 2.eVT

F'&@) =5 m g
skad nieréwnos¢ f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
eVe 2.V
9.24/3 Q.45 <0,
/3 <2 ,

r<8.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [0; 8], skad

@)+ <2 £ (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych nieujemnych x,y < 8.
W szczegblnosci

F(6)+f(8) <2-f(7).
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569. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

4
fl@)=ev",
gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktoéra z liczb jest wicksza:
f(719)+ f(81)=39,79911... «czy 2-f(80)=39,79911... 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
f'(z) —eVr. 4_;3/4
oraz Vi_g
f"(@) —eVr. 4,3133/4 ' 4_;3/4 —eV7. 16~3x7/4 =e V7 f6-x7/4 ’
skad nieréwnos¢ f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
a2/t -3 <0,
/<3 ,
x<81.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [0; 81|, skad

F LI (2w

czyli

r+y
f@)+fw) <21 (557)
dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y € [0; 81].
W szczegdlnosci

F(T9)+ £(81) < 2- £(80).

570. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(z)=+z—10lnz .

Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
£(1600)+ f(1602) = —67,54267816... czy  2- f(1601) = —67,54267816... ?

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 10
f(2)= SRV A
VT oox
oraz ) 10
" -
Fe) == anta
skad nieréwnosé f”(z) <0 jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
1 10 0
432 * 22 =
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1 10
4-q3/2 >ﬁ’
V> 40,
x> 1600.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [1600; +00), skad

f(ﬂf)-;f(y) <f(w—2Fy) |

czyli
r+y
f@)+ 1) <2-f(557)
dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y > 1600.
W szczegdlnoscei

F(1600) + f(1602) < 2- £(1601).

571. Niech f(x)= /22 +432. Rozstrzygnaé, czy liczba
£(36,001) = £(36001/1000) ~ 12,0001666666667

jest mniejsza czy wicksza od

72001 1
——=124—-~12,0001666666667 .
6000 6000
Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
2z
f'(x) =
=3 (22 +432)*°
oraz
() = 2 82 6- (2% +432) 82

3-(124432)%°  9-(22+432)°° 9. (224+432)°7 9. (224+432)7
62%+6-432— 827  —222+2:36  2-(—a2+36?)

9-(224+432)"% 9. (22+432)°% 9. (22+432)°

dla z > 36, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale [36, 00).

Zatem wykres funkcji f dla x > 36 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkeji f
w punkcie 36. Poniewaz f(36) =12 oraz f'(36) =1/6, dla = > 36 zachodzi nieréwnos¢
f(z) <12+ (x—36)/6 i w konsekwencji
0,001 1 72000 1 72001

=12 = =
6 N 6000 6000 N 6000 12

Odpowiedz: Warto$¢ f(36,001) jest mniejsza od 72001/6000.

£(36,001) < 12+
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572. Dowies¢, ze nierdwnosé
(n+1)>"3 <n®. (n43)"+?
zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej n > 0.
Rozwigzanie:

Po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e dana w zadaniu nieréwnosé¢ przy-
biera postac

3-f(n+1) <2 f(n)+f(n+3), ()
gdzie f(z)=2-Inz dla 2> 0. Poniewaz f'(z)=Inz+% =Inzr+1 oraz f"(z)=1/x>0,

funkcja f jest écisle wypukla w przedziale (0, +00), skad wynika nieréwnosé

F(5rotgy) <3 f@) 450w

prawdziwa dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x, y. W szczegdlnosci
dla x =n oraz y =n-+3 otrzymujemy

f(?).n+;-<n+3)> <§~f(n)+;)~f(n+3),

czyli
J41) < S fn)+ 5 Sn+3)

a to po obustronnym pomnozeniu przez 3 daje nieréwnosé ().
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