Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

504. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
f)=a2—3-Jo+1]
na przedziale [—2, 2] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

rz+1 dla ze]-1, +0)
|z 41| =
—zr—1 dla z€(—o0, —1)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisaé w postaci
; ?—3z—-3 dla z€[-1,2]
€Tr)=
r?+3z+3 dla ze€[-2,-1)
W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—2, 2] jest dana wzorem
) 20—3 dla ze(—1,2)
fix)=
20+3 dla ze (-2, 1)

W punkcie —1 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej ist-
nienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktérych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—1, 2) réwnanie f’'(z)=0 sprowadza sie do réwnania 2z —3=0,
co ma rozwiazanie z = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1, 2).

2° W przypadku x € (=2, —1) réwnanie f'(z) =0 sprowadza sie do 2z+3 =0, co ma
rozwiazanie x = —3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-2, —1).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 1 2,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktéorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1.

f(=2)=1,
f(=3/2)=3/4,
f=1=1,
f(3/2)=—21/4=—5,25,
f2)=-5.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejsza réw-
ng —21/4 w punkcie 3/2, a warto$¢ najwieksza réwna 1 w punktach —2 oraz —1.
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505. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :x—l—‘xQ—G‘
na przedziale [—4, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

‘x2—6):{ 22—6 dla mE(—oo, —\/E}U[\/é, —|—oo)
—224+6 dla ze€ (—\/6, \/6)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r+22—6 dla z€ {—4, —\/G}U[\/B, 3]
f(x):{ r—x2+6 dla xG(—\/E, \/6)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—4, 3| jest dana wzorem

| 1422 dla ze (4, —V6)U(VE, 3)
fla)= 1—-22 dla a:E(—\/g,\/Q

W punktach —v/6 i v/6 pochodna moze nie istnieé¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé
jej istnienia — wystarczy dotaczyé¢ te punkty do listy punktéw, w ktérych obliczymy
warto$¢ funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku = € (—4, —\/6> U <\/€, 3) réwnanie f’'(z) =0 sprowadza si¢ do réw-
nania 142z =0, co ma rozwiazanie x = —1/2, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego
zbioru (—4, —\/6) U (\/6, 3).

2° W przypadku x € (—\/6, \/6) réwnanie f’'(z)=0 sprowadza si¢ do 1—2x=0, co ma
rozwiazanie x = 1/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—\/6, \/6)

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —4 i 3,
e miejsce zerowe pochodnej: 1/2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —v/6 i /6.

F(~4)=6,
F(—v/6) = 6.
f(1/2)=6,25,
7 (VB) =G,
7(3)=6.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —v/6 w punkcie —v/6, a wartoé¢ najwicksza réwna 6,25 = 25/4 w punkcie 1/2.
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506. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z) :x+’x2—x—6)
na przedziale [—5, 5] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze
2 —r—6=(r—3) (v +2).

Stad
’xg_m_(j)_ ?—z—6 dla x€(—oo0, —2]U[3, +0)
| —2?+2+6 dla ze(-2,3)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
Fla)= 7?2 —6 dla ze[-5, —2]U[3, 5]
| —2?+2x+6 dla ze(-2,3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—5, 5] jest dana wzorem
Flz) = 2x dla ze (=5, —2)U(3,5)
| —22+42 dla xe(-2,3)
W punktach —2 i 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
1° W przypadku z € (=5, —2)U(3, 5) réwnanie f’(z)=0 sprowadza si¢ do 22 =0, co ma
rozwiazanie x =0, ktore jednak nie nalezy do rozwazanego zbioru (—5, —2)U(3, 5).
2° W przypadku x € (-2, 3) réwnanie f’(x) =0 sprowadza sie do —2z+2=0, co ma
rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—2, 3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —5 1 5,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktorych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —2 i 3.

f(=5)=19,

f(=2)=-2,
f)=1,
fB3)=3,
f(5)=19

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —2 w punkcie —2, a wartos¢ najwieksza rowng 19 w punktach —51 5.
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507. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
fx)=a—Viz2 +4z+1
na przedziale [—3, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

20+1 dla z€[-1/2, 400)

VA2 +dz+1=/(2z+1)2 =20 +1| =
J@r+1)2=| | —22—1 dla x€(—o0, —1/2)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r?—2r—1 dla ze[-1/2, 3]
A _{ ?+2x+1 dla ze€[-3,-1/2)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedzialu [—3, 3| jest dana wzorem
20—2 dla ze(-1/2,3)
{ 2e+2 dla ze(-3,-1/2)

W punkcie —1/2 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku x € (—1/2, 3) réwnanie f’(x)=0 sprowadza sie do réwnania 2z—2=0,
co ma rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/2, 3).

2° W przypadku x € (—3, —1/2) réwnanie f'(z) =0 sprowadza si¢ do 2x+2=0, co ma
rozwiazanie = —1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-3, —1/2).

f'(@)=

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —3 1 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —11 1,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/2.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
na —2 w punkcie 1, a wartos¢ najwieksza réwng 4 w punkcie —3.
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508. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
flx) =V922+ 61 +1— 2>
na przedziale [—2, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
f(@) =922+ 6+ 1—22=\/(3r+1)2— 2 = 30 41| —2?
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
3r+1—2? dla re[-1/3,3]
fle)= { —3r—1—2* dla ze[-2,-1/3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—2, 3| jest dana wzorem
() = { 3—2zx dla ze(-1/3,3)
—3—2z dla ze(-2,-1/3)

W punkcie —1/3 pochodna moze nie istnieé¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku z € (—1/3, 3) réwnanie f’(z) =0 sprowadza si¢ do 3—2z =0, co ma
rozwiazanie x = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/3, 3).

2° W przypadku x € (—2, —1/3) réwnanie f'(x) =0 sprowadza sie do —3 —2z =0,
co ma rozwiazanie x = —3/2, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (-2, —1/3).

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 1 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/3.

f(=2)=1,
f(=3/2)=5/4,
f(=1/3)=-1/9,
f(3/2) =13/4,

fB)=1.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —1/9 w punkcie —1/3, a wartos¢ najwieksza rowna 13/4 w punkcie 3/2.

509. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkceji f okreslonej wzorem
f(x) :3m+‘x3—9x‘
na przedziale [—4, vV 10] oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.

Rozwigzanie:
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Zauwazmy, ze
*—9r=(zx—-3)-2-(2+3).
Stad
‘xg _91_‘ [ 2*=92z dla z€[-3,0]U[3, +0)
| —2*+9z dla z€(—o00, —3)U€E (0, 3)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

f(:zc)z{ 3 —6x dla ze€[-3, O]U[?), \/E]
—r34+12z dla xe[—4, —3)Ue (0, 3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—4, \/1_0} jest dana wzorem
)= { 322—6  dla x€(—3,0)U(3, v10)
—322+12 dla ze€ (-4, -3)ue (0, 3)
W punktach —3, 0 i 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktoéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:
1° W przypadku x € (-3, 0)U (3, \/E) réwnanie f’(z)=0 sprowadza si¢ do 3z =6,
co ma dwa rozwigzania x = 4++/2, z ktérych tylko jedno, a mianowicie z = —v/2, nalezy
do rozwazanego zbioru (-3, 0)U (3, JE)
2° W przypadku x € (—4, —3)U € (0, 3) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 322 =12,
co ma dwa rozwigzania xr = %2, z ktérych tylko jedno, a mianowicie x =2, nalezy do
rozwazanego zbioru (—4, —3)U € (0, 3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w siedmiu punktach:
e konce przedziatu: —4 i \/1_0,
e miejsca zerowe pochodnej: —v/2 1 2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3, 0 i 3.

F(=V2) = (—v2) +6-v2=—2.v2+6-vV2=4-v2€(4,8), bo V2e(1,2),
£ (V10) = (V10)’ = 6-v10=10-VI0—6-vI0=4-VI0 € (12,16), bo VI0€ (3,4).

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejszg réw-
nag —9 w punkcie —3, a wartos¢ najwieksza rowng 16 w punktach —4 i 2.

510. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkceji f okreslonej wzorem
flx)=22+Vat—9822+ T4
na przedziale [—11, 9] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

f(@) =22+ Va"— 9822 + 71 =2z +/ (12— 49)° = 22+ |2* — 49

: (1)
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a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisaé w postaci
2e+a?—49 dla xe[-11, =7|U[7, 9]
{ 20 —2*+49 dla ze€(-7,7)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—11, 9] jest dana wzorem

/ 242z dla ze(—11, =7)U(7,9) 3
(@ { 2—2z dla ze(-7,7)

W punktach 47 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygacé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktoéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (=11, =7)U(7, 9) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 2422 =0,
co ma rozwiazanie x = —1, ktére nie nalezy do rozwazanego zbioru (—11, =7)U(7, 9).

2° W przypadku z € (=7, 7) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 2—2z =0, co ma
rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (=7, 7).

(z) =

(2)

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —111 9,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —71 7.

f(=11)=50,

f(=T)=—14,
f(1)=50,
f(1) =14,
£(9)=50.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —14 w punkcie —7, a wartos¢ najwiekszg réwna 50 w punktach —11, 11 9.

511. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
r  10-In(2?+1)

f(m):®—T—l—arctgx

osiaga najmniejsza i najwieksza wartos¢ na przedziale [9, 11].

Rozwigzanie:
Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat roz-
nicy:

1 10-2x 1 2 +1 20z 99
T0909-(P11) 2+l 99-(P+1) 99-(+1) 99-(22+1)

2?2 —=20x+100  (z—10)?
= = >0,
99 (22+1) 99 (22+41)

f'(x)
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przy czym w ostatniej nierownosci réwnos¢ zachodzi tylko dla x=10. Poniewaz w intere-
sujacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,
w ktérym ma wartos¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osiaga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 9, a najwiekszg na koncu, czyli w punkcie 11.

Uwaga: Na ogdél w tego typu zadaniu nie badaliby$my znaku pochodnej, a jedy-
nie poréwnaliby$émy wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

1 10-In82
=— — ~1,.1 2
f(9) 11 99 +arctg 9~ 1,105925,
10 10-In101
10)=———— tg 10~ 1,105964
1 10-1In122
f(ll):§—97r;+arctg 11~1,105993.

512. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
9 81
r)=————>+Inz
fla)=-—¢5
osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [4, 5].
Rozwigzanie:

Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat roz-
nicy:
. 9 8 1 1 9 81 422-36z+81 (22—9)°
e =ttt 2w @ @ oV
przy czym w ostatniej nieréwnosci réwnos¢ zachodzi tylko dla x=9/2. Poniewaz w intere-
sujacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,

w ktorym ma wartos$é zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 4, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 5.

Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badaliby$my znaku pochodnej, a jedy-
nie porownalibysmy wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

207
f(4)=T5q +1nd~3,00348

f(9/2)= ‘;’ +1n(9/2) ~ 3,00408 ,

279
=—+Inb~ 444 .
f(5) 200+n5 3,00
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513. W stozku o objetosci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki
sposob, ze jedna z podstaw walca lezy w ptaszczyznie podsta-
wy stozka, a obwod drugiej podstawy walca lezy na powierzch-
ni bocznej stozka. Rysunek obok przedstawia widok z boku,
ewentualnie przekroj ptaszczyzng zawierajaca wspolng os obro-
tu stozka i walca. Jaka najwieksza objeto$¢ moze mie¢ walec?

Rozwigzanie:
Niech r bedzie promieniem podstawy stozka, a h jego wysokoscia. Jezeli walec ma wy-
sokos¢ x € (0, h), to jego podstawa ma promien 7 - <1 — %), co ustalamy na podstawie
prostych rozwazan geometrycznych.

Wowczas objetosé¢ walca jest rowna

V(z)=n-z-r* (1—2)2 :

Zauwazmy, ze

lim V(z)= lim V(z)=0,

z—0t xz—h~

a ponadto

vf@):ﬂ.rg.(l_z)z_w.(1_;):<1_§_2}j).ﬂ.r2.<1_i):

:(1—3;>~7r-r2-(1—2) .

Wobec tego V'(z) =0 dla z = h/3, co prowadzi do maksymalnej objetosci walca réwnej
h h/3\* w-h-r? 4 4
Vh3: e 2' 1— — R
(hf3)=m-g-r ( h ) 3 9 9

W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy z podanego w tresci zadania zatozenia, ze sto-
zek ma objetos¢ 1=mr?h/3.

Odpowiedz: Najwieksza mozliwa objetosé¢ walca wynosi 4/9.

514. W tréojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y =0 i
x =1 oraz parabola o réwnaniu y = 2% chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:

Niech (a, a?), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata lezacym
na paraboli.
Woéwezas pole prostokata jest rowne

P(a)=(1—a)-a*=a*—d®.

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—07t a—1~

a ponadto
P'(a) =2a—3a*.
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Wobec tego P'(a)=0 dla a=2/3, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata

rownej
2 1 4 4
Plz)=2-=—.
<3> 39 27
Odpowiedz: Najwigksze mozliwe pole prostokata wynosi 4/27.

Uwaga: Uzywajac odpowiedniej wersji' nieréwnogci miedzy érednimi geometryczng
i arytmetyczng mozna uniknaé¢ rézniczkowania.
Mamy bowiem
a a
22’
gdzie otrzymalismy iloczyn trzech czynnikow dodatnich o stalej sumie rownej 1, a taki
iloczyn jest najwickszy, gdy wszystkie trzy czynniki sg réwne, czyli rowne 1/3.

P(a) = (1—a)-a®>* = 4 - (1—a)

515. W tréjkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y =0 i
x =1 oraz krzywa o réwnaniu y = 2> chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:

Niech (a, a®), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata lezacym
na krzywej.
Woéwecezas pole prostokata jest rowne

P(a)=(1—a)-a*=a*—a*.

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—0t a—1-—
a ponadto
P'(a) =3a*—4a®.

Wobec tego P'(a) =0 dla a=3/4, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata
rownej

p(3) 12T 2
4) 4 64 256
Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi 27/256.

516. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= v/22+ 12. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nier6wnos¢

[z —y|
@)= fl <=5~

gdzie C'=6 (wersja trudniejsza) lub C'=3 (wersja latwiejsza).

Rozwigzanie:

1 x—i—y—&—z-x—&-y—i—z_x—i—y—i—z

<
ryz 3 3 3
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Rozwigzanie wersji tatwiejszes:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
at—bt = <a2—b2) : (a2+62) =(a—0b)-(a+b)- <a2+b2) :
ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
4 b4
a
(a+0b)-(a®+b?)"
Przyjmujac a = v22+12 oraz b= 42+ 12, zauwazamy, ze a+b> 0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

a—b=

s Tl (v +12) — (y* +12) _
(@)= ()| = Va5 1 —W\—l< G v B B v )|

B |22 — 3’|
- (Var+ 12+ V02 +12) - (Val + 124V + 12)
_ 2=yl |z +y|

(Va2 +12+ V2 +12) - (Va2 + 12+ V97 +12) |

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a2 otrzymujemy:

z+y| < |z|+ |y = Va2 + 2 < VI + 1242+ 12,

skad
[z +y|

Va2 +12+/y2+12

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1

< = )
VZ+ 124+ VP12 V0124 v0+12  2-v/12

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —yl- [z +yl _
(Va2 12+ VT 12) - (Va2 T 124+ Vo2 1 12)
1 |z +yl

= |r — . . <
7=y VITH12+ Yy 12 Va2 124y 12

gl g Tyl eyl eyl
2.Y12 V16-12  v9-9 3

<o —

Rozwigzanie wersji trudniejszej:

Pomingwszy trywialny przypadek x =y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
rachunku rézniczkowego wynika réwnosé

[f (@)= F W) =lz=yl-[f()],

gdzie c lezy pomiedzy x i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze |f'(x)] <1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej .
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Przyjmujac?
x
g(x) = f'(x) =
(z) = f'(x) 2 (21 12)"
otrzymujemy
T 2172
lim g(x lim —— = lim =
z—+oo ( ) IHiOOQ-(ZEQ—i-lQ)gM CL’*)iOOQ'(]-_i_]_Q.x—Q)S/LL
Zauwazmy, ze g jest rozniczkowalna na catej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem
1 32

/
J(x)= — .
(@) 2-(x2+12)*  4-(a2+12)"*
Rozwiazujemy réwnanie na zerowanie sie tej pochodne;j:
1 3z

2. (22412 4. (22 412)7"
2- (2> +12) =327,
2-12 =22,
r=42-6.
Wyliczamy warto$é¢ funkcji ¢ w miejscach zerowych pochodnej:

g(£2-V6) = £2:V6 _p 2o 2ve ]

((4_—2 V6)* +12) 2:36%1 7262 76

Stad wynika, ze funkcja g przyjmuje najmniejsza i najwieksza wartos¢ odpowiednio
—1/611/6, skad |g(z)| < 1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej .

517. Dowieéé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej € (2, 4) zachodzi nieréwnosé &/z>+/2.
Rozwigzanie:

Niech f(z)= {x.
Wéwezas
1—1Inz

Py =¥

Zatem f'(z)>0 dla x <e oraz f'(z) <0 dla z>e.
Wobec tego funkcja f jest rosnaca w przedziale [2, e] 1 malejaca w przedziale e, 4],
a poniewaz f(2) = f(4) = /2, otrzymujemy ¥z >+/2 dla z € (2, 4).

518. Wyznaczy¢ najwiekszg warto$é funkcji f: R — R okreslonej wzorem
f(z)=>bsinz—sinbx.
Rozwigzanie:

Poniewaz funkcja f jest okresowa z okresem 27 i rézniczkowalna, wystarczy poréwnac
wartosci funkeji w miejscach zerowych pochodnej znajdujacych sie w przedziale [0, 27).

2W celu unikniecia pojecia pochodnej drugiego rzedu, gdyz to pojecie nie pojawilo sie jeszcze
na wyktadzie.
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Skoro
f'(z)=5cosx —5cosbz,

réwnanie f'(x) =0 jest réwnowazne réwnaniu
COST = COS T .

Poniewaz réwnosé
COST = COSY

jest réwnowazna istnieniu liczby catkowitej k i znaku =+ takich, ze

y=2kmw+ux,
otrzymujemy réwnanie

bx=2krtz,
czyli

(5F1)-x=2kr.
Wobec tego
k k
x= % lub xr= % ,

co w potaczeniu z warunkiem z € [0, 27) prowadzi do osmiu miejsc zerowych pochodnej
w jednym okresie.
Sprawdzajac wartosci funkcji f w tych oémiu punktach otrzymujemy:
F0)=0,  f(x/3)=3V3,  [f(x/2)=4,  [(2r/3)=3V3,
f(m)=0,  fUn/3)=-3V3,  f(B3r/2)=—4,  [(51/3)=-3V3.

Odpowiedz: Najwieksza warto$¢ funkcji f jest rowna 3+/3.

519. Niech f(z)=4cosxz+sindz. Podaé¢ wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkcji f
w przedziale [0, 27).

Rozwigzanie:
s T 9 T 137 17m 11r

10° 9’ 10’ 6’ 10’ 10’ 6

520. Rozstrzygnac, ktora liczba jest wieksza:
16-arctg 74+1n13 czy 16-arctg 84+1n10 ?

Wskazéwka 1: Podane liczby sa wieksze od 25, a réznia sie o mniej niz 0,02 — nie
probuj bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(x) = 16arctg x —In (22 +1).
Rozwigzanie:
Rézniczkujac podana we wskazowce funkcje pomocnicza otrzymujemy
16 2z 2(8—ux)

"(z)= — = >0
(@) 2241 x22+1 241
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dla z < 8. Zatem funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo, 8]. W szczegdlnosci f(7) < f(8),
skad dostajemy kolejno:

16-arctg 7—1In50 < 16-
16-arctg 74+1n65 < 16-

16-arctg 7+1n13+1Inb < 16-
16-arctg 7+1nl13 < 16-

arctg 8 —1n65,
arctg 8+1n50,

arctg 8+1n10+1nb,
arctg 8+1nl10.

Odpowiedz: Wieksza jest liczba 16-arctg 8 4-1n10.

W kazdym z 10 ponizszych zadan podaj najwieksza wartos¢ funkcji f na przedziale
[0, 00). Odpowiedzi podaj w postaci liczby caltkowitej lub utamka nieskracalnego.

521. f(z)=+/x—22> 3/8

522. f(r) =4z —2> 3

523. f(x) =32z —2® 48

524. f(r) =4z —272* 1

525. f(x) =32y/x —272° 16

526. f(r) =4z —1252> 3/5

527. f(x) =6y —2° 5

528. f(z) =3y —162° 5/4

529. f(x) =8z —a* 7

530. f(z) =+r—162* 7/16
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