Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

484. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
.~ arctg 51 —arctg 49 < ——
1301 " Aete ol T A< pony

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctg =
na przedziale [49, 51] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (49, 51), ze
arctg 51 —arctg 49=(51—49)- f'(c)=2- f'(c).

Poniewaz .
/ JR—
f (l’) - .T:Q + 1 9
z nieréwnosci 49 < ¢ < 51 otrzymujemy
1 2 2 2 2 2 1

= = < tg b1l —arctg 49 = < = =
1301 2602  512+1 arctg ol maAre 2= 51 19241 2402 1201°

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

485. Udowodnié¢ nieréwnosci
L <In9—In8 < L
—<In9—1In -
9 8

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(x)=Inz na prze-
dziale [8, 9] wynika istnienie takiej liczby c € (8, 9), ze
In9—In8= f'(c).
Poniewaz

1
!/
€Tr) = — y
fa)=
z nieré6wnosci 8 < ¢ <9 otrzymujemy

1 1 1
§ < ln9—ln8:f'(c)=E < g,

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

486. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
31 <arctg 13 —arctg 8 < 3

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctg =
na przedziale [8, 13] wynika istnienie takiej liczby c € (8, 13), ze
arctg 13 —arctg 8= (13—8)- f'(c) =5 f'(c) .

Poniewaz .
I —
f (fﬂ) - .’L'2 + 1 )
z nieréwnosci 8 < ¢ < 13 otrzymujemy
1 5 5 ) 5 5 1
=——— < arctgl3—arctg 8= < — =

347 170 132+1 241 8211 65 13°
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co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

487. Udowodnié nieréwnosé

arctg 6+arctg 12 < arctg 7+ arctg 10.

Rozwigzanie:
Sposob I (oficjalny):

Podana nierownos¢ moze by¢ przepisana w postaci

arctg 12 —arctg 10 < arctg 7—arctg 6.
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctg x
na przedziatach [6, 7] oraz [10, 12] wynika istnienie takich liczb ¢ € (6, 7) oraz d € (10, 12),
ze
arctg 7—arctg 6 = f(c) .

oraz
arctg 12 —arctg 10=2- f'(d).
Poniewaz {
I —
f (QZ) - x2+ 1 9
z nieréwnosci 6 < ¢ < 7 oraz 10 < d < 12 otrzymujemy odpowiednio
1 , 1
0 < arctg 7T—arctg 6= f'(c) = 211 < 37
oraz 5 5 5
— tg12—arctg 10=2-f'(d)= —— < —.
45 ~ MeeloTarce FA=m < o

W konsekwencji

2 2 1
tg 12 —arctg 10 < — < — = — < arctg 7 —arctg 6
arcg arcg 101 100 50 arcg arcg s

co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

Sposob II (rachunkowy):
Niech
f(z) =arctg (6+x) +arctg (12— 2x)

bedzie funkcja, ktéra dla xr=01 z=1 przyjmuje wartosci rowne odpowiednio lewej i prawej
stronie dowodzonej nieréwnosci. Zadanie bedzie rozwigzane, jesli wykazemy, ze funkcja f
jest rosnaca na przedziale (0, 1), a do tego wystarczy wykaza¢ dodatnio$¢ jej pochodnej
na tym przedziale. Mitosnicy rachunkéw bez trudu stwierdza, ze

) L, -2 222 — 722 +71
xT) = = —
612211 (12—22241 ((6+2)2+1)-((12—22)2+1)
2% — 4z — 68z +2+68+1 2:(x—1)468-(1—xz)+1

(6+2)24+1)-((12—22)2+1) ((6+x)2+1)-((12—2x)2+1)"

co wobec dodatniosci ostatniego wyrazenia dla x <1 konczy rozwigzanie zadania.
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Sposdb III (wymaga znajomosci pewnej sztuczki):
Skorzystamy z tego, ze arctg x jest argumentem liczby zespolonej 141z oraz z faktu,
ze przy mnozeniu liczb zespolonych ich argumenty sie dodaja.
Wobec tego arctg 6 4+ arctg 12 jest argumentem liczby
18
(146i)-(14+12i)=14+18i—72=—-T1+18i="71- (—1—1—71-2') ,
natomiast arctg 7+ arctg 10 jest argumentem liczby

17
(1—|—7z’)-(1—|—10z’):1+172'—7O:—69+17i:69-(—1—|—-z’) .

69
Zatem lewa i prawa strona dowodzonej nieréwnosci sg rowne odpowiednio argumen-
tom liczb
18 17 .
—1—|—ﬁ-z oraz —1—1—@%.

Wobec tego dowodzona nieréwnos¢ jest rownowazna nierownosci

18 17

71769

ktora mozemy wykazac¢ nastepujaco:

18>18_1_17>17
71772 4 687 69°

1 1
Uwagi: Poniewaz argumentem liczby zespolonej —1+ 1 = (1 —1 z) jest liczba

—arct 1——(”— t4>—ﬁ+ tg 4
m—arctg | | =1 — (5 —arctg 4 ) =7 +arctg 4,

faktycznie udowodnili$my nieréwnosci
T
arctg 64arctg 12 < 5 +arctg 4 < arctg 7+arctg 10 .
Zwroémy tez uwage, ze postepujac podobnie jak powyzej, strony dowodzonej nieréw-

nosci mozna zapisaé¢ jako:

te 6 Larctg 12= © tarcte (L) = ™ +arctg (4—
arc arc = — arc — | = = arc _—
& & 2 5\18) 7 2 & 18

oraz

tg 7+arctg 10 =~ +arctg (02 ) = T 4 arctg (44 —
arctg 7+arctg 10= 3 +arctg | - | =5 +arctg 7

Metodami podobnymi do powyzszych mozna udowodni¢ nieréwnosci rownowazne da-
nej w zadaniu nierownosci:

2 2 1
arctg 12 —arctg 10 = arctg (121> < arctg (86) =arctg (43) =arctg 7—arctg 6,

1 4 4
arctg 12 —arctg 7 =arctg (17) =arctg (68) < arctg (61) =arctg 10 —arctg 6
oraz

7
arctg 12 —arctg 10 —arctg 7+ arctg 6 = arctg (1041> >0.
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488. Udowodnié nierdwnosé

26 - earctg 5 < 25. earctg 7

Rozwigzanie:

Dowowdzona nieréwnos¢ po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e przyjmuje
postaé

In26 4+ arctg 5 <In25+arctg 7,
co mozna przepisa¢ jako

In26 —In25 < arctg 7—arctg 5.
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkeji f(x)=Inz na prze-
dziale [25, 26] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (25, 26), ze

In26 —1n25 = (26 — 25) - f'(c) = f'(c) .
Ponadto z twierdzenia Lagrange’a zastosowanego do funkcji g(z) = arctg x na przedzia-
le [5, 7] wynika istnienie takiej liczby d € (5, 7), ze
arctg 7—arctg 5= (7—05)-¢'(d)=2-¢'(d) .

Poniewaz 1
/ .
fla)=-
oraz )
/ —_—
g ([E) - I2+ 1 )
z nieréwnosci 25 < ¢ < 26 oraz 5 <d < 7 otrzymujemy odpowiednio
1 1 1
— In26 —In25 = f'(c) = ~ —
55 < n26 —In25 = f'(c) . < 3
oraz
1 2 2 2 1

% =50 < arctg 7T—arctg5=2-¢'(d)

W konsekwencji

211 S 2% 13

1
In26 —1n25 < % <arctg 7—arctg b,

co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

489. Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okreslona wzorem
Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodzi nieréwnosé
@)~ f)l <Jz—y]
Rozwigzanie:

Dla x =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f ()= W)l =11 (O] lz =y,
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gdzie c jest pewng liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi nieréwnosé

|f(@)<1.
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:

mﬂ'*l 'Tﬂ'*l (xﬂ)(ﬂ'*l)/ﬂ'

1 o
F@) =] @)

m—1)/m m—1)/7

({L‘W—Fﬂ')l_l/ﬂ o (IW_I__T‘-)( (xﬂ'_’_ﬂ-)(

T (m—=1)/m
- ( v ) <1,
T+

490. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
() = /1022 +9000.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [-10, 10] zachodzi nieréwnosé

[f(@) = fl<le—yl .

co konczy rozwigzanie zadania.

Rozwigzanie:
Dla z =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé
[f (@)= FWl =)l lz—yl,
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

[f (@) <1
Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscia |z| < 10 prowadza do:
10 10- 10 10 10 10
)= |- el < - S
V102249000 /102249000 \/10 + % \/1o+ 9100020 Vv104+90 10

co konczy rozwiazanie zadania.

491. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nieréwnosé
|f(2) = fy) <2z —yl.
Rozwigzanie:

Dla z =y dowodzona nier6wnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= fWl=1f () lx—yl,
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

| (z)]<2.
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Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscia |z| < 10 prowadza do:
5z 5|z 5 5 5 5
/(@) =

Vbx2+125|  /5a2+125 ¢5+ 1% ¢5+ 125 /6,25 2,5
co konczy rozwigzanie zadania.

102

492. Dana jest funkcja f:[—1, 1] = R okreslona wzorem
flz)=v22242.
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—1, 1] zachodzi nieréwnosé
[f (@)= f)l<lz—yl.
Rozwigzanie:
Dla x =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé
[f (@)= FWl =)l lz—yl,
gdzie ¢ jest pewng liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—1, 1] zachodzi nier6wnosé
[f ()| <1.
Dla x =0 powyzsza nier6wno$¢ jest oczywista wobec f'(0)=0, a dla z#0 bezposrednie
wyliczenia polaczone z nieréwnoscia |z| < 1 prowadza do:
2 2-|x| 2 2
()l = - e
V22| VP42 2+ % o+l VA 2

co konczy rozwigzanie zadania.

493. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okre$lona wzorem
flx)=vax?2+9.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

7@~ < 5 lr—yl

Rozwigzanie:
Sposob I:

Nalezy udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nie-
rOWNosé

’\/x2+9—\/y2+9'<§-|x—y| .

Przeksztatcamy lewa strone dowodzonej nierownosci:

V2 + 9+ +9
2 +9— 2+9‘:’ 72 +9— 2+9’~ =
'\/ Vo v vy VaZ 19+ g2+ 9
_ |l‘2—y2| :‘l‘—y‘ |$+y|
Va2 +9+/4y2+9 Va2 +9+/42+9
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Dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nos¢
[z +y| 4
VaT+9+vZ+9 5’
ktora jest rownowazna nieréwnosci

[z +y| < é (\/:1:2—1—9—1-\/3/2—1-9) :

Powyzszg nieréwnos$¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnodci trojkata, wykorzystujac
réownosé |z| =+/z? oraz uwzgledniajac nieréwnosci 22 <16 i y? < 16:

9z2  16x2 9y?  16y>?
< =/ 22 P= | — — <
lz+y| <|z|+|y| = V22 +y $ o + o +\j 95 + 55
9-16 16x2 9-16 1692 16 16
<J +— +\J + 2 :\/-(x2+9)+\/-(y2+9):

25 25 25 25 25 25

:;1-(\/x2+9+\/y2+9) .

Sposob I1:
Dla z =y dowodzona nieréwno$c¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= f W =11 )]z =yl ,
gdzie c lezy miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla
dowolnej liczby x € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

4
F@I<y
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:
2 x ||
@)= |~ | - s
2:-Va2+91 V2249 Va?+49

co jest oczywiscie mniejsze od 4/5 dla =0, natomiast dla x # 0 mozemy kontynuowaé

oszacowania:
|| Va? 1 1 1 4

NZZER RN/ J1+5 < J1+32 - ¢25/16:5'
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494. Niech funkcja f:[4, c0o) — R bedzie dana wzorem

fla) =

=—.
x
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y|
@) = Fl < e

Rozwigzanie:
Sposob I:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nie-
rownosci x, y > 4:

@) fy) =] =~

x4 y4

ytoat| |r—yl- (Pt aty+ay’+y°)

2ty
| |<x3+x2y+xy2+y3> | |<1+1+1+1><
= |\ — . = |\ — . JE— [ - -
Y x4y4 a:4y4 :E4y4 x4y4 Yy a:y4 x2y3 x3y2 334?/ =
1 1

1 1 4 1 1
<lz—yl- s tetes :’$—y"@:|$—y|'@:\x—y|'ﬁ,

co konczy dowdd danej w tresci zadania nierownosci dla dowolnych z, y > 4.

x4y4

Nieco inna postaé oszacowan:

@) - F)l =] - S| | < e e D ) ey 2
Ayl iyt iyt vy o
Ty x? y? 1 1 1 1
==l () (gt ) =l () () <
4 4 44 44 4 44 44 256
Sposob I1:

Dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista w przypadku x =y, natomiast dla x =y stosu-
jemy do funkcji f twierdzenie Lagrange’a o wartosci éredniej. Na mocy tego twierdzenia
istnieje taka liczba ¢ pomiedzy z i y, a wiec speliajaca nieréwnosé ¢ >4, ze

F@) = W)y |~ 4 _4 11
x~y‘_M@F(ﬁ—é<@_M—%W

co konczy dowod nieréwnosci podanej w tresci zadania.
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495. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
f(z)=In (e""” + e""‘”) :
Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
[f(x) = fy)l <lz—yl|.
Rozwigzanie:
Pomingwszy trywialny przypadek z =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnosé
|f (@)= fW)l=lz=yl-|f' ()],
gdzie c jest pewna liczba lezaca pomiedzy z i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze |f/(x)| <1 dla kazdej liczby rzeczywistej z, co dowodzimy
nastepujaco:
et —e "
et +e "t

B ‘er_e—x| o |ex|+|_e—w| B 6x+e—x
- e +e T = e +e T - e +e T

/()] =

496. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(x) :1n<x2+1> .
Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
|f (@)= f)l<|lz—y|.
Rozwigzanie:

Dla x =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= FWl =11 ()] lz—yl,
gdzie ¢ jest pewng liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

[f(@)[<1.

Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscig miedzy Srednimi geometryczng
i arytmetyczng prowadza do:

(@)=

co konczy rozwiazanie zadania.

<]~7

2 ':\/m

r2+1 a:22+1
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497. Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (—00, 0) spetnia warunki f(1)=-2/3 oraz
f(2)=-2/5. Dowies¢, ze stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej dodatniej x, ze

f'@)=(f(z))".
1
Wskazéwka: g(z) = ——.
()
Rozwigzanie:
1
Rozwazmy funkcje g: (0, +00) — (—00, 0) okreslona wzorem g(z) = )
x
Woéwezas g(1)=—-3/21 g(2) =—5/2, skad na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci
sredniej wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej ¢ € (1, 2), ze
2)—g(1 —5/2—(—3/2
PRNYICENUNE LEIC I

7, drugiej strony

N
Y=o
skad
e
(f(e))? ’
czyli

498. Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00)— (0, +00) spelnia warunki f(2)=11 f(4)=4.
Dowies¢, ze stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej dodatniej x, ze

f'@) =y ().
Wskazéwka: g(z)=2-/f(z)

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje g: (0, +00) — (0, +00) okreslong wzorem g(x)=2-,/f(x). Wowczas
g(2) =21 g(4) =4, skad na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej wynika
istnienie takiej liczby rzeczywistej c € (2, 4), ze

(o) = 94)—9(2) _ |
4-2
7, drugiej strony @
/ 1 !/ f, Y
r)=2- -fi(x) = ,
glz)=2-7 ) f() )
skad /
o,
f(e)
czyli
file)=y f(c)
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