Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

W kazdym z kolejnych 10 zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka
nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.
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464.

flx) =z f(1)=1/3 f(8)=1/12 f2n=1/27
1 / _ ! - _ / - _
flz)= 1) f(1)=-1/2 f(2)=-8/125 f(3)=-3/250
f(x) =In (2" +1) +arctg? =1 f(2)=4/5 f(3)=3/5
f(@)=In(z*+1) f(1)=3/2 f(2)=4/3 f(3)=27/28
f(x) =arctg (2°) (=1 f(2)=4/17 f'(3)=3/41
flx)=+v24z+1 f(0)=12 f(1)=12/5 F(2)=12/7
fl@)=Va3—z+8 f(-1)=1/6 f(0)=—-1/12 F(1)=1/6
1 / o / o / _
f(m)zm f(=1)=1/27 f(0)=0 f)=-1/27

1 / o / _ / _
f(@Im f(=1)==1/80  f(0)=1/320  [f(1)=—1/80

fl2)=VBz+1-VT22+1  f(0)=4  f(1)=37/6  f(3)=303/40

465. Wyznaczy¢ rownanie prostej, ktora jest styczna do obydwu nastepujacych pa-

rabol: paraboli o réwnaniu y ==

2 oraz paraboli o réwnaniu y = 2% — 8z.

Rozwigzanie:

Niech (a, a?) i (b, b — 8b) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkeji okreslonych wzorami f(z)=z? i g(z) =2 —8z. Poniewaz f'(z) =2z
oraz ¢'(x) =2z —8, réwnanie szukanej prostej ma jednoczesnie postacé

czyli

y=f'(a)-(e—a)+ f(a) oraz y=g(b)-(t—b)+g(b).

y=2a-v—a* oraz y=(2b—8)-x—b>.

Aby obydwa powyzsze réwnania definiowaty te samg prosta, muszg zachodzi¢ réwnosci

20=2b—8 oraz —a’=—b.

Z drugiego rownania otrzymujemy a==+b, a poniewaz pierwsze rownanie daje b—a=47#0,
musi by¢ a=—b. Stad b=2 oraz a = —2.
W konsekwencji szukana prosta ma réwnanie

y=—4r—4.
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466. Na potrzeby tego zadania prostg nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 2?+2 oraz do paraboli o réwnaniu
y=—x%. Wyznaczy¢ réwnania wszystkich fajnych prostych.

Rozwigzanie:

Niech (a, a®+2) i (b, —b*) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkcji okredlonych wzorami f(z)=1z%+2 i g(r) = —z?%. Poniewaz

f'(x)=2z oraz ¢'(z)=-2x,
rownanie szukanej prostej ma jednocze$nie postac

y=f'(a)-(x—a)+ f(a) oraz y=4g(b)-(x—0b)+g(b),
czyli
y=2a-r—a’*+2 oraz y=-2b-z+b*.

Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te samg prosta, muszg zachodzi¢ réwnosci

20=—2b oraz —a’+2=0".
7, pierwszego roéwnania otrzymujemy b= —a, co po wstawieniu do drugiego réwnania
prowadzi do a ==+1 oraz b= F1.

W konsekwencji istniejg dwie fajne proste, a ich rownania to

y=2r+1 oraz y=-2z+1.

467. Na potrzeby tego zadania prostg nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 22 +2 oraz do paraboli o réwnaniu
y =222, Wyznaczyé rownania wszystkich fajnych prostych.

Rozwigzanie:

Niech (a, a®+2) i (b, 2b?) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkcji okredlonych wzorami f(z)=2%+2 i g(x) =222 Poniewaz
fl(x)=2x  oraz  ¢'(z)=4x,
rownanie szukanej prostej ma jednoczeénie postac
y=[f'(a)-(x—a)+fla) oraz  y=g'(b)-(x—b)+g(b),
czyli
y=2a-x—a*+2 oraz y=4b-x —2b* .
Aby obydwa powyzsze réwnania definiowaty te samg prosta, musza zachodzi¢ réwnosci
2a=4b oraz —a’+2=-2".
7 pierwszego rownania otrzymujemy a = 2b, co po wstawieniu do drugiego réwnania

prowadzi do b= =1 oraz a = %2.
W konsekwencji istniejg dwie fajne proste, a ich rownania to

y=4r—?2 oraz y=—4r—2.
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468. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x) = /z3+a7 jest
rozniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:
7 definicji pochodnej otrzymujemy

f(0)=1lim 7f(x)—f(0) =lim 73 AT, VIR x3 fhmm

—a 1m
z—0 x—0 z—0 T z—0 w3/$3 z—0

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna w zerze.

469. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x) = va*+a6 jest
rozniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:

7 definicji pochodnych jednostronnych otrzymujemy

_ ,4/ 4 6 4/ A 6 4 6
x T—

a—0+  x—0 z—0+ vVt et x?
= lim Vi+a2=1
oraz
- f(x)—f(0) Y7 Va4 ab v/ T e
f(07)= lim ————== lim —— = lim = lim ——=
r—0~ :L'—O r—0~ e x—0~ ’x‘ x—0~ _\/ﬁ
44 .6
=— lim R tx =— lim Vita?=-1.
x—0~ X z—0~

Poniewaz pochodne jednostronne funkcji f w zerze sa rézne, funkcja nie jest tam réz-
niczkowalna.

Odpowiedz: Funkcja f nie jest rézniczkowalna w zerze.

470. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem

fl)=VVa2+1-1
jest rézniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:

Obliczamy pochodna prawostronng funkcji f w zerze:

12
_ Ve c
h—0+ h h—0+ h O 3
1 1

= lim = =—.

O (VR T (VT L) V222

Lista 19R - 308 - Strony 306-310



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Analogicznie obliczamy pochodng lewostronng funkcji f w zerze:

h2
_ 1) _1_ /T3 11 NEvnel
f(07)= lim Lh) 1(0) = lim WA1=1-0 = lim \/( ML) (VRTFLH) =
h—0- h h—0- h e —|h|

1 1 1
— lim — —— -

Poniewaz pochodne jednostronne funkcji f w zerze sg rézne, funkcja ta nie jest roz-
niczkowalna w zerze.

471. Wyznaczy¢ taky wartos¢ rzeczywistg parametru a, ze funkcja f okreslona wzo-

rem
flx)=VvVa?+1—1+a- VT 11
jest rézniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:

Obliczamy pochodna prawostronng funkcji f w zerze:

00 = tim LW =FO _ VW14 W—h4 1-/(0) _
h

h—0t+

h~>0+
h4
— lim T e C//(m“)(mﬂ) _
b0t -
_ 1 1 a 14+a
= lim —

. — + == )
=0t VRT T 1 {‘/(x/h4+1+1)-(\4/h4+1+1> V2 VA V2
Analogicznie obliczamy pochodng lewostronng funkcji f w zerze:

P07y = i LOO VR T -1t YRTT-1-f(0) _

h—0— h—>0*

h
h4
V h2+ ot 'd(M+1)~(W+1)
= lim
h—0— —|h|
. 1 1 1 a —1—a
=lm | ——— =

| a- — =

SUWWRRTHL (VAT ) (VAT ) ) V2 Ve V2

Funkcja f jest rézniczkowalna w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy f'(0%)
I+a —1-a

V2 oo v2

= f'(07), czyli

co zachodzi dla a = —1.

Odpowiedz: Podana funkcja jest rozniczkowalna w zerze dla a = —1.
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W kazdym z kolejnych 8 zadan dla podanej funkcji f;: IR — R podaj wartosci pochod-

nych jednostronnych funkcji f; w zerze.

472. fi(z)=Vvar+1-1 07 ==1/v2 0T =1/v/2
473, foz) =V V2 +1-1 f107)=—1 A0 =1
474 f3(z)=VVa?+4-2 f3(07)=—1/2 f5(07)=1/2
475. f4(x):\/ 8x2+81—-9 f1(07)=—2/3 fi(0")y=2/3
476. f5(x) =V VaZ+1-1 f507)=—1/2 f5(0%)=1/2
477, fo(a) =V V2 ¥ 11 0T ==1/v/3 07 =1/v/3
418, fr(2) =V Va? 1162 f7(07) = =1/ (4v2) 101 =1/ (4v2)
a79. fy(x) =V VB +81—3 f(07)=—(v2)/(3v3) £(0")=(v2)/(3V3)

480. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
flx)=1+z+2Vx.

Funkcja g jest ztozeniem 100 egzemplarzy funkcji f:

g9(@) = f(f(fC fOf(2)-)))
Obliczy¢ ¢' (100).

Rozwigzanie:

Niech f,, bedzie ztozeniem n egzemplarzy funkcji f. Udowodnimy przez indukcje, ze

ful@)= (Va+n)® .
1° Zauwazmy, ze
filw) = f(0)= (Va+1)",
zatem dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla n = 1.
2° Zaktadajac
fol@) = (Va+n)",

otrzymujemy

fai@) = f (fale) = f ((VE+n)") = (\/ (\/E+n)2+1>2: (Va+n+1)’,

co konczy zasadniczg czes¢ dowodu indukeyjnego.

Poniewaz g = figo,
g ()= ;; (Va+100)° =2 (7 +100)-

skad ¢/(100) =11.

1 100 100

NCEN Vi
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