Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

434. Dla funkcji f: (0, oo) — R okreslonej wzorem f(z) = x? wskazaé¢ odpowiednie
liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodnié¢ nieréwnosé

|f(2) = f(y)]>100- |z —y].
Rozwigzanie:
7 réwnosci
f(2) = fW)] =] —*| = (z+y) Je—y
wynika, ze warunki zadania spetnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich

x, y spetniajacych warunek
x+y>100.

Mozemy wiec wskaza¢ x =50, y=>51.

1
435. Dla funkcji f: (0, co) — R okreslonej wzorem f(x)= — wskaza¢ odpowiednie
x

liczby rzeczywiste dodatnie z, y i udowodnié¢ nieréwnosé
|f(x) = f(y)| > 100z —y].
Rozwigzanie:

7, rbwnosci
1 1 1

@)= 1WI=|; = | ==l

wynika, ze warunki zadania spetnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich
x, y spetniajacych warunek

1
— >100,
xy
czyli
1

< —.
=100

Mozemy wiec wskaza¢ =1/10, y=1/11.

436. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
f(z)=Va2+108.
Dla wybranych przez siebie liczb rzeczywistych z, y udowodnié¢ nieréwnosé
[f (@)= f(y)| >0,6-[z—yl|.

Rozwigzanie:

Zastosowanie wzoru na roznice kwadratow prowadzi do
2,2
|z° — o] _ |+
[z —y

€Tr)— — = . .
#(@)= 1) Va2 +108+/y>+10% Va2 +108+4/y*+ 108
Dana w tresci zadania nierowno$¢ bedzie spetniona, jezeli x # y oraz

[z+y
0,6. 1
Va2 +108 4 /424108 W
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Dla uzyskania nieréwnosci (1) wystarczy przyjaé, ze = i y sa réznymi liczbami rzeczywi-
stymi dodatnimi spetliajacymi warunki

z>0,6-v22+ 108 (2)
y>0,6-\/y2+108. (3)

Przeksztalcanie nieréwnosci (2) prowadzi (przy zatozeniu dodatniodci ) do nieréwnosci
rownowaznych:

oraz

2 >0,6%-2°40,6%-10%,
0,64-2%>0,36-10°,
$2>0,36~108

0,64
x2>36-108
64
6-10*
g
3-10*

)

x> 7500.

x>

Analogicznie nier6wnos¢ (3) jest réwnowazna nieréwnosci y > 7500.

Dana w treéci zadania nieréwno$é jest wiec prawdziwa dla dowolnych réznych liczb
rzeczywistych x, y wiekszych od 7500, np. dla z =7501 i1 y = 7502.

437. Dana jest taka funkcja f:R— IR, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi

nieréwnos¢é
[f(x) = f(y)| <10- [z —y],
a dla kazdych liczb rzeczywistych x, y spetniajacych warunek |z —y| > 10 zachodzi nie-
rOWNosé
[f (@)= fy)l <|z—yl.
Dowies¢, ze
|£(6) = f(0)| <50.

Rozwigzanie:
Teza zadania wynika z nastepujacych nieréwnosci, wykorzystujacych nieréwnosé trojkata
oraz zatozenia o funkcji f:

|£(6) = f(0)|=1f(6) = f(10)+ f(10) = f(O)[ < [f(6) — f(10)[+[f(10) = f(O)| <
<10-16—10|+]10—-0/=40+10=50.
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438. Dana jest funkcja f:R — R spetniajaca warunki
|f(z)—f(y)|<10-|z—y| dla dowolnych z,y € R

oraz

|f(z+5)— f(x)]| <5 dla dowolnego x € R.
Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwdch nieréwnosci:
|f(8)— f(0)] <35, (wersja latwiejsza)
|f(8)— f(0)]<30. (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

F(5)— F(0)| <5
oraz
|f(8) = f(5)[<10-[8=5|=
Korzystajagc z nieréwnosci trojkata oraz z powyzszych dwoch nieréwnosci otrzymujemy
f(8) = f(0)[ = |(F(8)=f(5)) + (£(5)=f(0)) | < IS (8)—F(5)| +|f(5)—F(0)| <30+5=35,
co konczy rozwigzanie zadama.

Wersja trudniejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

1f(5) = F(O)[ <5,
|£(10) = f(5)[ <5

oraz
|f(8)— f(10)] <10-[8—10| =
Korzystajac z nierownosci tréjkacta oraz z powyzszych trzech nieréwnodci otrzymujemy
1£(8) = FO)|=[(£(8)=F(10)) + (F(10)=F(5)) + (£(5) = f(0))| <
<|f(8 ) (10)|+|f(10) FO)+1fG)=f(0)]<20+5+5=30,

co konczy rozwiazanie zadania.
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439. Dana jest funkcja f:R — R spetniajaca warunki
|f(z)—f(y)|<10-|z—y| dla dowolnych z,y € R

oraz
|f(z4+10)— f(z)| <10 dla dowolnego z € R.

Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwdch nieréwnosci:
|f(17)— f(0)| <80, (wersja latwiejsza)
|f(17)— f(0)| <50. (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

|£(10) = f(0)[ <10

oraz

|f(17)— f(10)| <10-|17—10| =
Korzystajac z nierownosci tréjk@ta oraz z powstzych dwoch nieréwnosci otrzymujemy
FA7) = FO) =|(f17) = £(10)) + (f(10)=£(0)) | <
< |f(17) f(10)] —|—|f(10) f(0)|<70+4+10=280,
co konczy rozwiazanie zadania.

Wersja trudniejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

| £(10) = f(0)|< 10,
| £(20) — £(10)] <10

oraz

|f(17)— f(20)| < 10-]17—20| =
Korzystajac z nieréwnosci tréjkata oraz z powyzszych trzech nieréwnosci otrzymujemy
A7) = FO) =[(fA7)=£(20)) + (£(20) £ (10)) + (£(10) £ (0))] <
< |f(17) (20)I+ |f(20) fA0)[+f(10)—f(0)[ <30+10410=50,

co konczy rozwigzanie zadania.
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440. Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y

spetniony jest warunek
[f(2) = fy)l < (@—y)*.

Dowies¢, ze wowcezas f jest funkcjg stata.
Rozwigzanie:
Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste z, y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy

to=u=x, t1:x+y;, to=x4+2- y;’ t3:$+3.u, t4:x—i—4-y—x,
n n n n
—T — —

. tn_2:$+(n—2)'y , thoi=x+(n—1)- vy : tn:x+n-y
n n n

Powyzsze punkty dziela odcinek osi liczbowej od x do y na n rownych czesci.
Wowczas na mocy zatozenia o funkeji f zachodza nieréwnosci

If(to)—f(t1)|<(to—t1)2=(y_x> _ o=y’

n n?

\f<t1>—f<t2>\<<t1—t2>2=(y“’“") _ o=y’

Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy
|f (@)= f(y)|=
=[(f (o) = f (#1)) + (f (£2) = F () + (f (t2) = f (E3)) + .. 4+ (f (tn1) = F ()] <
<[ (o) = f ()| +1f (G) = f (E) |+ [f (2) = f (E3)[+ . 1S (Ena) = F ()| <

(x—y)sz(fC—y)2 (v — )2+ s y)?’ _(@—y)?

<
<
n2 n2 n n2 n

Otrzymalidémy wiec nieré6wnosé

[f(x) =)l <

prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nieréwnosci jest
nieujemna i nie zalezy od n, a prawa moze osiaga¢ dowolnie mate wartosci dodatnie,
otrzymujemy |f(z)— f(y)| =0. Stad wynika, ze f(z)= f(y), a w konsekwencji f jest
funkcja stalq.

(x—y)?
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441. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem

f(x):m.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

2 2 2
4,3, .2_ 4, 3, T 3-x :<2 E) 3-x >0
r+a+x x+x+4+4 $+2 L =
skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na catej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f

jest ciggla, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyzanaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

4/ 1 3 2 4 3 2 1
oe fim 1@ g Velteite? o ogatdatda? g 101
r—+o00 r—+00 x r——+00 x4 Tr—+00 €T xQ
= [ — — 1 Yoo o3 2 . —
b $l_1)IJPOO(f(:1:) ax) $l_1)1£100< 43+ m)

(24234 2?) — 2t B

— A (e P ) (Ve T P e

i x3—|—x2
= lim =
z—+00 (\/x4+x3+x2+x) (\/x4—|—x3+x2+x2>
1z~ 1 1

= lim = =,
Tobe (Ydw ida 2 41)-(Vide ke 241)  (1+1)-(1+1) 4
W powyzszych rachunkach skorzystaliémy ze wzoru
4_ 44
_ s*—1
(sHt)(s2+12)

Wyznaczajac asymptote przy — —oo pamlegtamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac
zatozenie x <0, a w konsekwencji z = —|z| = Vil
f(x) ) \4/:L‘4+l‘3—|—l‘27 ’ vt + a3+ 22

a= lim ~—~~+=1

m — = Il —5==
r——00 T T——00 T T——00 _,4/374

4 3 2 1 1
B U I ki sl [N P (O S IR DR
x4 T x?

r——00 Tr——00

b= lim (f(z)—ax) :xliglm(\4/x4+x3+x2+x) =

. (2 + a3+ 22) — 2t
= lim 1 =
T——00 (\/$4+I3+x2—x)~(\/:U4+x3+x2+x2)
23+ 22

= Hm (Voito+a?—a) (Yot T a2 +a?)
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. 1+t I 1427t
= 1m = 1m =
a——oo (YaTiaia? ). (Yairie? | () e——o (VaiAa? ). (VEas?t |
2 P — U Var T
1427t 1 1

romoo (—yTa T2 2—1) (VItaT+a2+1) (-1-1)-(1+1) 4

Tyma razem skorzystaliSmy ze wzoru

+t 84 _ t4
s+t= :
=1 (= +)
. 1. . , , . 1
Odpowiedz: Dana funkcja ma w +o0o asymptote uko$ng o réwnaniu y=x+ 7 na-
1
tomiast w —oo asymptote uko$ng o réwnaniu y=—x — R

442. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem f(x)= Vit + 43 + 622+ 1.
Uwaga: Treéé zadania jest poprawna - pod pierwiastkiem niczego nie brakuje - ma by¢ tak jak jest napisane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
2t +42° +62° +1=2" +42° +42° +22° + 1 = (x2+2:v)2+2:172+ 1>0,
skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na catej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f

jest ciagta, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

f(x) NV 43622+ 1 _ xt+ 43+ 622+ 1
—— = lim = hIJP =

r—+00 r——+00 x x4

6 1

St+=1

4
= lim {/14+—+
X

r—-+00

b= lim (f(x)—ax)

= lim
r——+00 r——+00

i (2 4423+ 622 +1) — 2!
= lim =
@—+00 ({4/.9:4+4a:3+6x2+1+x) : (\/x4+4x3+6x2+1+3:2>

I 43 +62% +1
= l1m =
@00 (\4/x4—|—4x3+6x2—|—1+x> : (\/x4+4x3+6x2+1+x2>
’ 4+6z 277
= 1m
woboo (YT 4 T4+ 60 2 +a 1 4+1) - (VI+de T+ 62 2+ 1+1)
4

BT RGES) I

({l/x4+4x3—|—6x2+1—x) =
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W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru
4_ 44
s*—1

(s+t)-(s2+12)

—t=

Wyznaczajac asymptote przy £ — —oo pamietamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac
zalozenie x <0, a w konsekwencji x = —|z| = — V1l

. f(z) i Vot + 423 + 622+ 1 VA3 622+ 1
a= lim ——== lim = lim —

r——00 T r——00 x T——00 _ '4/£U4
443 +622+1 4 6 1

— lim [T g —\‘%1+++ — 1.
r——00 IL‘4 r——00 €T ;EQ g;4

b= lim (f(z)—ax)= lim (\4/x4+4m3+6x2+1+x>:

r——00 r——00

. (z*+423 + 622 +1) —at _
z——00 (f‘/x4+4x3+6x2+1—x> : <\/x4+4x3+6x2+1+x2>

. 43 4622 +1
= lim - =
T——00 <\/x4+4w3+6x2+ 1 —x) : <\/x4+4x3+6x2+1+x2>
: 446z 273
- xgrfnoo Va1 4z3 1622 +1 zi4+4a3+62241 -
(et (e )

xT

. 4+6x 14273
T oo( z+:1$<1/%6$+1_1)'( z+4\z/$;4|—6:c+1+1)
I A4+6x 14273
= l1m =
T==00 (—\4/1+4x—1 +6x 24274 — 1) . (\/1+4x—1+6x—2—|—x—4+1>
C(-1-1)-(14+1)

Tym razem skorzystaliémy ze wzoru
st—t

(s—1) (2 +12)

przy s= Vit 4423+ 602 +1>0it=x< 0, a wiec w sytuacji, gdy s—1 jest dodatnie,
a w konsekwencji rozne od zera.

s+t=

Odpowiedz: Dana funkcja ma w +oo asymptote uko$ng o rownaniu y =x+ 1, nato-
miast w —oo asymptote uko$ng o réwnaniu y=—x —1.
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443. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem f(z)=x+Vad+ 27+ 2547.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
23\? 326
DB a4 7= <x4+2> —|—T+7>O,
skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na calej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f
jest ciggla, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

 fle) . a4+ a5+ T ST+ ab+7
a= lim —== lim = lim 1+ =
r—+o00 r—-+00 x r——+00 [ES
1 1 7
= lim 1+jl++—|—:1—|—1:2.
z—-+00 x x? a8

b=lim (f(x)—azr)=lim <x+\8/x8—|—x7+x6—|—7—2x):lim (\8/378—1—:L‘7+x6—|—7—x):

2=+Foo &=>-+Foo z=-oo
— lim (28 +27+ 284+ 7) — 28 _
wotoo (Va4 aT+ a5+ T+a) - (Vad +27 + a5+ T+ 22) - (VaS+ a7 + 28+ 74 2)
— r"+2%+7
vt (Va4 aT+ a5+ T+a) - (Vad + a7+ a5+ T+ 22) - (Vad+ a7 + 28+ 7+ 2)

1 1
(1+1)-(1+1)-(1+1) 8~
W powyzszych rachunkach skorzystalismy ze wzoru

s8—18
(s+t)-(s2+12)-(s*+t4)

s—t=

Wyznaczajac asymptote przy £ — —oo pamietamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac

zatozenie x <0, a w konsekwencji z = —|z| = — Va8,
. flx) R Ve , ST+ a5+ 7
a= lim —== lim = lim [1+ S =
T——00 T——00 T T——00 — /18

8 4 aT o647 1 1 7
~ fim (1o 3T TN opn 1—\71+++ —1-1=0.
72— 00 ZL‘S xr——00 X 1'2 1’8

b= lim (f(z)—az)= lim (v+ Ve +a7+a0+7) =

r——00 r——00
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’ (a8 +a2"+2%47)—2®
= 1m =
w0 (Yl taT+aS+T—x) - (Val+aT+25+7+a2) - (VaS+aT+ a8+ 7+ 24)

~ aT+a8+7 _
RS (\8/x8+:)37+x6+7—x> : (é/x8+x7+x6+7~l—x2) : (\/$8+:L“7+x6+7+934) B

. 1+1+%
= lim =
T——00 < VaBtaTrab47 _ 1) . < v :v8+x72+z6+7 + 1) . <Vac8+z74+x6+7 + 1)

xT

14147
zimoo<8¢m_1)_<é/mﬂ>,<m“>
Vs Vs Vs
; 1+1+ %
= 111m =
e (S L T L) (Y1 I+ 5+ S+ (V1 i+ S+ S +)
1 1

(—1-1)-(1+1)-(1+1) 8

Tym razem skorzystaliémy ze wzoru

58 —¢8
(s—1t)-(s2+12)- (s*+t4)
przy s = VaS+a +a5+7>0 i t=x<0, a wiec w sytuacji, gdy s—¢ jest dodatnie,
a w konsekwencji rézne od zera.

s+t=

Odpowiedz: Dana funkcja ma w +oo asymptote ukosna o réwnaniu y = 2z + 3’
1
natomiast w —oo asymptote poziomg o rownaniu y=—-—.

8

444. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(z)=+vz2+1.

Uwaga: Nie wolno uzywaé reguly de I’'Hospitala lub w inny spos6b omijaé¢ bezposrednie korzystanie z definicji

pochodnej. Ta sama uwaga dotyczy kolejnych dwdch zadan.
Rozwigzanie:

Stosujac definicje pochodnej oraz wzér na réznice kwadratow otrzymujemy:

o 2 o 2 2 .2
f'(z) = lim fy) = /() =lim Vi l-Vattd = lim i =
e y—gp e y—z = (Vi T4V +1) - (y— )
B (y—=) (y+=) o y+o _
= lim = 111m =
= (ViPFTHVa2+ D) (y—2) VP T4V + ]
r+x 2-x T

VR IAVELL 2VE2 1 Va1
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445. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(z)= /x na przedziale (0, +00).

Rozwigzanie:

Stosujac definicje pochodnej oraz wzér na roéznice czwartych poteg otrzymujemy:

f’(x)zlimM:limM:hm J— 2 =
R oyme v yme s (V) (Vi) (v -a)

1 1 1

_ 1
T (ot ) (it vE) | () (EEVE @) v a e

446. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzér na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(z)= v/a5+ 1.
Rozwigzanie:

Stosujac definicje pochodnej oraz pieciokrotnie wzor na réznice kwadratow otrzymujemy:

)t SO @) VPRI VST
Yy—x y—x v o
8

= lim ys—:p
o (VFEF T+ Vs +1) - (VS + T+ Vs +1) - (y — )
 lim (y—2) (y+2)- (@ +y*)- (=" +y") _
= (VS TV 1) (VFEF T+ Vat +1) - (y—1)
- (y+z)- (22 +y?) - (2t +yh)
0= (ViFF TV +1) - (VS 1+ Vad+1)
(z+2)-(2* +2°) (z* +2%)
(Va3 +1+va8+1) - (Vad+14 Vs +1)
2222 - 224 227

L2Vl (4
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