Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

362. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fx)=a- {22} +b-{22}* +c- {a},
gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.
W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f

zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, ¢=0 b) a=-2, b=2, ¢=0
¢) a=NIE, b=NIE, c=3 d)a=2, b=-2, c=0
e)a=-3, b=3, ¢=0 f) a=NIE, b=NIE, c¢=5

363. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
1
fla)=a- {20} +b-fo) 4o {3},

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, c¢=-1 b) a=-2, b=2, ¢=2
c)a=-3, b=3, c=3 d)a=4, b=—4, c=-4
e)a=-5 b=5 c=5 f) a=—6, b=6, c=6

364. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
ax’+br+c dla x <0
{ dr+e dla 0<zx<1
ar’+br+c dla 1<z
W kazdym z podpunktow uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

fz)=

a)a=1, b=2, ¢=3, d=3, e=3
b)a=1, b=2, ¢c=NIE, d=4, e=NIE
c)a=1, b=3, ¢c=5 d=4, e=5
d)a=2, b=7, ¢=8, d=9, e=8
e)a=6, b=7, ¢=10, d=13, e=10

f) a=6, b=3, ¢=8, d=9, e=8

Lista 17R - 267 - Strony 267-273



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

365. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
flo)=a-{z}+0-3),
gdzie {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby x, a w drugim sktadniku wyrazenie {z} wyste-
puje w wykladniku potegi o podstawie 3.
Wyznaczyé¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja f
okreslona powyzszym wzorem jest ciggla.

Rozwigzanie:

Funkcja f zalezy od {x}, jest wiec okresowa z okresem 1. Ponadto f jest ciagla we
wszystkich punktach niecatkowitych. Pozostaje zbadaé ciagtos¢ funkeji f w punktach
catkowitych, a wobec jej okresowosci, wystarczy zbadaé ciggtos¢ w punkcie 1.

Poniewaz

lim f(x)=a+3b

r—1—
oraz

lim f(x)=f(1)=b.

z—1t
funkcja f jest ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy
a+3b=0,
czyli
a=—2b.

Odpowiedz: Funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy a = —2b.

366. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
1
flx)=a-{22}+b- {22+ 1} +c-{z}+d- {:1:—1— 2} :

gdzie {y} oznacza czesé utamkows liczby y.

W kazdym z podpunktow uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byla ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢=-3, d=-3

b) a= -5 b=2, ¢=3, d=3

¢) a= NIE, b= NIE, c¢=3, d=4
d)a=2, b=3, c=-5 d=-5
e)a=-9, b=3, ¢=6, d=6

f) a= dowolne, b= —6-a, c¢=6, d=6

367. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fx)=a{x}? +b{z}* +c{z}+d,

gdzie {x} oznacza czesé utamkows liczby z.
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W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujaca liczbe tak, aby funkcja f zdefiniowana
powyzszym wzorem byta ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczba o zadanej wtasnosci
nie istnieje.

a)a=-5 b=2 ¢=3, d=4

b)a=1, b=—-4, c¢=3, d=4

c)a=1, b=2, ¢=-3, d=4
d)a=1, b=2, ¢=3, d=NIE

368. Wyznaczy¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), gdzie a <b, dla
ktérych funkcja f: IR — R okreslona wzorem

4 dla z<a
flz)= { |z2—5| dla a<x<b
4 dla b<zx
jest ciagla.
Rozwigzanie:
Oczywiscie funkcja f jest ciggta w kazdym punkcie réznym od a i b.
Ponadto
o fla)=4
oraz

fla)= lim+f(x) = ’a2—5

r—a

Y

skad wynika, ze funkcja f jest cigglta w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy

4= ‘a2 — 5‘ .
Przeksztalcanie powyzszego rownania prowadzi kolejno do
a’—5==+4,
a’*=5+4,
skad a € {-3, —1, 1, 3}.
Podobnie
lim f(z) = |b* ~ 5
oraz

f(b) = lim f(z) =4,
skad wynika, ze funkcja f jest ciggta w punkcie b wtedy i tylko wtedy, gdy
4=[>-5

Y

czylibe {-3, —1, 1, 3}.
Zatem funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy a,be {—3, —1, 1, 3}, co w pota-
czeniu z warunkiem a < b prowadzi do szeciu par (a, b) spetiajacych warunki zadania.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez pary (=3, —1), (=3, 1), (=3, 3),
(-1, 1), (-1, 3), (1, 3).
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a < b, aby funkcja
f:R— R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

logy (#2+7) dla  z<a

369. f(x)—{ 3 dla a<z<b a= —1, b= 1.
logy (#2+7) dla  b<=z
log, (z2+7) dla z<a

370. f(:c):{ 4 dla a<z<b a= —3, b= 3.
log, (z2+7) dla  b<=z
logy (#2+7) dla z<a

371. f(x):{ 5 dla a<z<b a= —5, b= 5.
logy (#247) dla  b<=z
logy (#2+7) dla z<a

372. f(x):{ 6 dla a<z<b a= —V>57, b= Vv5T7.
logy (#247) dla  b<=z
log, (z2+7) dla z<a

373. f(x):{ 7 dla a<z<b a= —11, b= 11.
logy (#247) dla  b<=z

374. Podaé¢ wszystkie trzy pary parametrow (a, b), gdzie a <b, dla ktérych funkcja
f:R— R okreslona wzorem

3 dla a<z<b
z dla b<zx

z dla r<a
-]

jest ciagla.
a=-—1, b=0 a=-—1, b=1 a=0, b=1

375. Poda¢ wszystkie sze$¢ par parametrow (a, b), gdzie a < b, dla ktérych funkcja
f:R — R okreslona wzorem

6 dla z<a
f(:r;):{|x2—10x+15| dla a<z<b
6 dla  b<=zx
jest ciggla.

a=1, b=3 a=1, b="T a=1, b=9
a=3, b="7 a=3, b=9 a="T7, b=9
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a < b, aby funkcja
f:R— R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

376.
z? dla r<a
f(a:):{l dla a<z<b
2?2 dla  b<zx
377.
2 dla  zx<a
f(x):{x dla a<z<b
x? dla b<x
378.
22 dla x<a
f(:c):{:H—Q dla a<z<b
2 dla b<zx
379.
22 dla r<a
f(x):{a:—i—(i dla a<z<b
2 dla  b<zx
380.
x? dla r<a
f(:v):{Qx dla a<z<b
2 dla  b<z

a= —1,
a= 0,
a= —1,
a= —2,
a= 0,

W kazdym z trzech ponizszych zadan podaj takie trzy pary liczb rzeczywistych a <b,
aby funkcja f:R — R okreslona podanym wzorem byla ciggla.

381. f(z)=

382. f(z)=

383. f(z)=

Lista 17R

3 dla r<a

64r dla a<<z<b

3 dla b<zx

28 dla r<a
6422 dla a<x<b

28 dla  b<z

22 dla r<a
642 dla a<x<b

2 dla  b<z

- 271 -

a= —8,
a= —8,
a= 0,
a=—2v2,
a=—2v2,
a= 0,

a= —2,
a= —2,
a= 0,
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W kazdym z ponizszych zadan podaj wartosé¢ granicy funkcji lub granicy niewtasciwe;j
+00 =00 albo —oco. Wpisz literke R, jesli nie istnieje granica ani granica niewtasciwa.
Mozesz wykorzysta¢ granice

) 1\*
lim (1—}—) =e.
T—00 x

384. g}g& log(mig)x: —0o0 385. xh_%h log(\/ﬁ%)x: 400
386. xl—lgloolog(m%)x: +00 387. xl_l}gloolog(\/ﬁf?))x: —0o0

388. lim (x/ﬁ—f&)x: oo 389. lim (\/1_3—3>x: 0

r——+00 rT—+00

390. lim (\/1_7—3)93: 0 391. lim <\/_ 3) = oo

r——00 T——00
392. lim arctgr = n/2 393. lim arctg2x = =/2
Tr—+00 r—+00

394. lim arctg<\/17—4>:13: /2

Tr——+00

395. lim arctg <\/ 13— 4> r= —m/2

T—+00

396 Va—4 1/48 397. 1i r—64 16
. - 1M =
:c—>64 r— 64 / x—64 /1 — 8

— . 1/x

398. lim Vz-d = 1/3 300. lim 2°" = 4o

$*>64\/_ 8 r—0+
. 1/z . 1/x

400. lim 227 = 1 401. lim 227 = o
x—07 T—+00

102. lim 22 = i 403. lim 2% = o
r—0F r—0"

404. lim 22 = 4
rT—+00

405. lim {log,z}= 1 406. lim {log,z}= 0
rz—16— rz—161

407. lim {loggz}= 1/3 408. lim {loggz} = 1/3
r—16— r—16*
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. 2 s ) 3 X
409. lim <1+> = ¢? 410. lim <1+>
T—-+00 x Tr——+00 x
1\ (@+4)” 1\ (@+27)°
411. lim <1+> = ¢ 412. lim (1+—
T—+00 xx T—+00 xrr
1\ (@+256)7
413. lim ([1+— =
" r—+o0 xrt
414, lim 2 =32 415. lim 37
416. lim 4% —64
417. lim (log2 (x+32) —log, (:1:—|—4)) =0
418. lim_ (logy (322 +1) —logy (x+4)) =5
419. lim_ (logy (322 +1) —log, (4x+1)) =3
1 \/4I2+1 4 \/4I2+1
420. lim (1+> =e? 421. lim <1+>
T——+00 €T T—+00 x
422. i 1+ L\ Ve 423. i 1+ Ly
. 1m —_— = e . 1m —_—
P 4z P 4z

9

8

=e

e

W kazdym z ponizszych 10 zadan dla podanej liczby a podaj taka liczbe b, ze funkcja

f:R— R okreslona wzorem

f(z) =alz|+bx
spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej = réwnos¢ f(f(x)) ==z, czyli jest odwrotna do samej
siebie.
424. a=1, b=—2 425. a=—1, b=—2
426. a=2, b=—5 427. a=-2, b=—5
428. a=3, b=—+10 429. a=-3, b=—+10
430. a=3/4, b=-5/4 431. a=-3/4, b=-5/4
432. a=4/3, b=-5/3 433. a=-4/3, b=-5/3
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