Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

354. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem f(x)= v/22+10%. Dowiesé, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[z -yl
(@) = fy)l < 5~

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
a't—b'=(a® =) - (@’ +°) = (a—b) - (a+b)- (a®+b°) ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a— b
(a+0b)-(a?2+0%)"
Przyjmujac a = v22+ 10% oraz b= 4%+ 10%, zauwazamy, ze a—+b >0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:
(@)= F)l =| Va2 +101 = 24107 =
) (22 +10) — (42 + 109
(Va2+10% + V32 +107) - (Va2 + 107+ /2 + 107)
_ |2° —y?| _
(VaZ+10"+ V32 +107) - (Va2 + 107+ /2 + 107)
_ [z =yl |z +y|
(Va?+107 + V2 +10%) - (Va2 + 10% + /2 + 107)

a—b=

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a? otrzymujemy:

wy] < o]+ [yl = Va2 +y? < V22 100+ /2 + 104,

skad
|z +y|

Va2 +104 4 /y2 107

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< — _
Va2 +10%+ Y2 +10%F  Y0+10%+ J0+10F  10+10 20
Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|-|z+y| _
(Va?+10"+ /32 +10%) - (Va2 + 107+ /> +107)
~ eyl 1 PSR /PR R
Va2 +108+ V7 + 107 a2 +10% + /42 + 107 20 20
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355. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
flz)=Vatt1.
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierownosé
[f(z) = f)l<lz—y|.
Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
a'=b'=(a*=b*) - (a®+%) = (a—b)- (a+b)- (a’+1%) ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a*—b*
(a0)- (@ +17)
Przyjmujac a = vVt +1 oraz b= VyT+1, zauwazamy, ze a+b> 0 i przeksztalcamy lews
strone dowodzonej nierownosci:

@)= ) = | VaT+1 -y +1] =
(' +1)—(y'+1)

(Vo + 1+ +1) - (Var + 1+ VY +1)
_ |2t — o]

(VaT+ 1+ Vy™1) - (Va'+ 1+ Vy™+1)
_ |22 —y?| - (2° +4°)

(VaT+ 1+ ¥y 1) (VaT+ 1+ +1)

2=yl [z +yl- (2% +y%)

(Vam+1+ ¥y 1) - (VaT+ 1+ +1)
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé || = Vit otrzymujemy:

eyl < |z +y| = Var+ ot < Vi + 1+ Yyt +1,

a—b=

= (1)

(2)

skad

|7+
1. 3
Val+1+ Vy™+1 )
Podobnie, wykorzystujac réwnoéé 22 = v a4 otrzymujemy:

12+y2:vx4+\/g< Vat+1+/yr+1,

skad
% +y?
N ES
Potaczenie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:
[z —y|- [z +y|- (@ +¢°)
(Var+ 1+ V" +1) - (Ve + T+ +1)
24y 2?4y
V1 VT Vi VT

<1. (4)

Sle—yl-1-1=[z—y|.

= |z —y|
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356. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem f(x)= V22 +108 . Dowiesé, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
@) = Fll < 5~

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
8 8 (4 pd\ (4 pA\ (2 32\ (2 22) . (.4 ) _
a®—b° = (a' =b") - (a' +b") = (a® = ") - (a® +°) - (@’ + ") =
= (a—b)-(a+b)-<a2+b2) : <a4—|—b4) :
ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a8 o b8
(a+b)-(a2+0%)-(a*+b*) "

Przyjmujac a = v/z*+10% oraz b= /y*+ 108, zauwazamy, ze a—+b >0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

f(z)— f(y)]| = '\/8 10— W‘ _
_ (z* +10%) — (y*+108)
(Ve 105+ VYT I0) - (Ve + 108+ Yy T 108 - (Vat + 105+ T+ 10°)

a—b=

B |2t —y] N
- (Vo' + 105+ Yy T+ 10°) - (Va' + 108+ Wy +10°) - (Vo' + 108 + /y "+ 105)
_ [z—y| |z +y|- (=" +y°) 1)

(Va4 108+ §yT+10%) - (Va+ 103+ /yT+10%) - (V' + 105 + /y T+ 10F)
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = Vit otrzymujemy:
@ +y| <Ja|+ |yl = Vat + iyt < Vot 105+ {f/y* + 108
skad
|z +y|
VAT 100+ Vi T 10° t @)

7 kolei réwnosé % = v/t prowadzi do:

m2+yQZVx4+\/y7< Vat+1084/y*+ 108,

skad
x4+ y? <1
Vat +108+/yT+10°8

Ponadto zauwazamy, ze

1 1 1 1
< = =_. 4
VT 105+ ¥y +10°  Y0+105+ Y0+108 10410 20 (4)

Zastosowanie nieréwnosci (2), (3) i (4) do (1) pozwala dokonczy¢ oszacowania:
[z —y|-le+yl- (=" +y*) _
(Var+108 + /y™+10°) - (Va*+ 108 + v/y*+ 10°) - (Vo' + 108+ /y "+ 10F)
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=|z—y|- 1 . [z +y| ) 2? +y? <
Y VA 105+ Yy 108 Va2 +108+ Yy +10° Vot +105+ /A +10°5
1 [z —y|
<le—yl - —-1-1= .
Slz=yl- o5 20

357. Niech funkcja f:[1, 0o) — R bedzie dana wzorem f(z)= "/z.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [1, 00) zachodzi nier6wnosé

[z —yl
@)= f)I< =5~

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy lewg strone dowodzonej nieréwnosci stosujac czterokrotnie wzér na roz-
nice kwadratéw!, a nastepnie szacujemy korzystajac z nieréwnoéci z, y > 1:

) — —| 16/ — 16/7] = 7 —y| S
@)= W= Vo= Vo= T (957 v9) - (Vs 93)- (Vo s o)

|z —y| _|z—y

S (VT ) (V) (VT V1) (VI VD) 16

co konczy dowdd danej w tresci zadania nierownosci dla dowolnych z, y > 1.

1
358. Niech funkcja f:[3, 00) — R bedzie dana wzorem f(x)= — . Dowies¢, ze dla
T

dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [3, 00) zachodzi nieréwnosé

[z —y|
[f @)=l < =~

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa stron¢ dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y = 3:

[f (@)= fy)l =

1 1 3

T3 y3

v =2 _|a—yl (e +ay+y?)

$3y3

$3y3

x? Ty 1> 1 1 1
:|x_y|'<:v3y3+w3y3+x3y3>:|x_y|'<xy3+x2y2+:c3y)<
3 3 3 34 33 27 25 7

co konczy dowdd danej w tredci zadania nierownosci dla dowolnych z, y > 3.

IMozna réwniez zastosowaé ogdlny wzér na réznice n-tych poteg dla n = 16.
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1

359. Niech funkcja f:[16, co) — R bedzie dana wzorem f(r)= =
x

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [16, 0o) zachodzi nier6wnosé

[z -yl
@) = Fl < g

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 16:

Ty I i S L
VIO v Yy (Ve )
_ |z —y| |z —y| _
_’A@y-(@54—@@)(vﬁi+vﬂ)<»&1646-(W16+<Vuﬁ-(v16+yﬂ6)_

|z —y| =y

4-(2+2)-(4+4) 128 7

co stanowi dowod danej w tredci zadania nieréwnosci dla dowolnych z, y > 16.

1
360. Niech funkcja f:[8, c0) — R bedzie dana wzorem f(x)= —.
T

Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [8, co) zachodzi nieréwnosé
[f(@) = Fyl<C-lz—y|.
a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/60.
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 8:
Y

1) = 1) = U A,

co stanowi dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci dla C'=1/60 i dowolnych x, y > 8.

1_1%:M—yh<w—yh_w—yhiw—y

b) Dowiesé, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/80.
Rozwigzanie:

Dla z =8 oraz y =9 mamy |z —y|=1 oraz
1 Jz—yl

f@) = f)l = >

wskazalismy wiec przyktad liczb z, y > 8, dla ktérych dana w tresci zadania nieréwnosé
jest falszywa przy C'=1/80.

Nie jest wiec prawda, ze ta nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
z, Yy €[8, 00).
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361. Niech funkcja f:[25, o0) — R bedzie dana wzorem f(z)=+/z.

Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [25, 00) zachodzi nieréwnosé
[f(@) = fWI<C-lz—yl.

a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/10.

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 25:

|z -yl lz—yl _|r—yl _|z—yl
€T)— = T — = < = —= s
@)~ WI=Ve-Vil= o =< e = 575 = 10

co stanowi dow6d danej w tresci zadania nierownosci dla C'=1/10 i dowolnych x, y > 25.

b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/12.
Rozwigzanie:
Dla z =25 oraz y =36 mamy |z —y| =11 oraz

=yl ey
@) =f)l=1="—7"> "5

wskazalismy wiec przyktad liczb x, y > 25, dla ktérych dana w tresci zadania nieréwnosé
jest falszywa przy C'=1/12.

Nie jest wiec prawda, ze ta nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
x, y €25, 00).
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